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Рассматривается взаимодействие одиночной прямолинейной трещины со свобод-
ной границей анизотропной упругой пластины конечных размеров. Показано, что
при приближении вершины трещины к границе пластины возрастает влияние упру-
гой анизотропии материала на значения коэффициентов интенсивности напряже-
ний. Исследовано влияние степени анизотропии упругих свойств материала и ори-
ентации трещины (моды разрушения) на этот эффект.
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1. Введение. Определение коэффициентов интенсивности напряжений (КИН) иг-
рает ключевую роль при исследовании условий распространения трещин в хрупких
материалах. В то время как задача определения КИН детально изучена для изотропных
упругих сред с трещиной [1, 2], она является значительно более трудоемкой и менее
исследованной для анизотропных тел. В случае бесконечной упругой пластины, обла-
дающей произвольной анизотропией упругих свойств и содержащей прямолинейную
трещину, произвольно ориентированную по отношению к осям анизотропии матери-
ала, метод анализа был разработан Лехницким [3] для более общего случая эллиптиче-
ской полости. В работе Си, Пэриса и Ирвина [4] для бесконечной анизотропной пла-
стины с трещиной при произвольно ориентированном по отношению к трещине од-
ноосном растяжении установлено отсутствие зависимости значений КИН от упругих
констант и, как следствие этого, совпадение значений КИН для анизотропного и изо-
тропного материала, определяемых выражениями [4]:

(1.1)

где  – растягивающее напряжение, a – полудлина трещины,  – угол между направ-
лением действия одноосного растягивающего напряжения и направлением трещины.

= σ π ϕ = σ π ϕ ϕ2
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Рис. 1. Варианты ориентации прямолинейной трещины в квадратной анизотропной пластине: а) горизон-
тальная трещина (ϕ = 0°), б) наклонная трещина (ϕ = 45°).
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Однако для пластин конечных размеров, представляющих непосредственный инте-
рес для приложений, значения КИН зависят от упругих констант и, в частности, от
степени анизотропии материала. В литературе имеются лишь несколько численных
результатов для КИН трещин в анизотропных пластинах конечных размеров (см., на-
пример, [5]– [9]). В статье [6] рассчитывались КИН для ортотропной пластины конеч-
ных размеров, но влияние расстояния от трещины до края на значение КИН не иссле-
довалось. В статье [7] приводится исследование влияния ориентации трещины на значе-
ние КИН для анизотропной пластины конечных размеров. В статье [8] вычисляются
КИН для боковой трещины в анизотропной пластине конечных размеров и исследу-
ется влияние ориентации осей материала на значение КИН. Также в этой статье при-
водятся значения КИН для центральной трещины в анизотропной пластине конеч-
ных размеров и исследуется влияние ориентации осей анизотропного материала и
расстояния от вершины трещины до края, но для компактного образца, и не исследу-
ется степень влияния анизотропии. В статье [9] исследуется влияние расстояния от
вершины трещины до края образца на значение КИН для изотропного и анизотроп-
ного материалов, но анализ выполняется только для цилиндрического образца и не
исследуется влияние степени анизотропии. Также исследовалось влияние ориентации
трещины на значение КИН для анизотропного материала. Неисследованным остается
важный вопрос о влиянии степени анизотропии на взаимодействие трещины с грани-
цами тела.

Упомянутые факторы детально исследуются в настоящей работе на примере трещи-
ны в упругой анизотропной пластине конечных размеров. Целью является исследова-
ние влияния ориентации трещины и степени анизотропии материала на взаимодей-
ствие трещины с границей, оцениваемое по величине отношения КИН для анизо-
тропного и изотропного материалов.

2. Постановка задачи. Рассматривается квадратная анизотропная упругая пластина,
содержащая внутреннюю одиночную прямолинейную трещину (рис. 1). Исследуются
два варианта ориентации трещины по отношению к пластине. Рассматривается одно-
осное растяжение пластины в вертикальном направлении. Задача решается в 2-мер-
ной постановке в предположении плоского напряженного состояния (решение дан-
ной задачи с учетом потери плоской формы получено в [10]). Оси анизотропии упру-
гих свойств параллельны краям пластины. Исследование эффектов влияния степени
анизотропии материала и ориентации трещины осуществляется на основе многовари-
антных вычислительных экспериментов при различных значениях размера “перемыч-



586 САВИКОВСКИЙ и др.
ки” a – расстояния между вершиной трещины и границей пластины. Расчет КИН
проводился методом конечных элементов, с использованием конечно-элементного
программного комплекса PANTOCRATOR [11], который обладает способностью ав-
томатизированных вычислений КИН для изотропных и анизотропных материалов на
основе различных методов. В процессе выполнения расчетов варьировались степень
анизотропии, ориентация трещины по отношению к осям анизотропии материала и
расстояние от вершины трещины до края пластины.

3. Методы определения КИН. Асимптотические выражения для перемещений в
окрестности вершины трещины в общем трехмерном случае при наличии трех мод
разрушения (ненулевые , , ) для изотропного материала определяются соот-
ношениями [12]:

(3.1)

где , ,  – осевые перемещения в системе координат трещины, ,
,  – КИН для I, II и III мод разрушения,  в случае ПНС, G –

модуль сдвига, r – расстояние до рассматриваемой точки от вершины трещины, α –
угол между направлением на точку и осью трещины,  – коэффициент Пуассона.

Асимптотические выражения для перемещений около вершины трещины в общем
трехмерном случае для анизотропного материала, полученные с использованием фор-
мализма Лехницкого, имеют следующий вид [4, 6, 13]:

(3.2)

где  и  – комплекснозначные корни уравнения четвертой степени (комплексные
параметры анизотропного материала [3]).

(3.3)

с положительной мнимой частью,  – элементы матрицы упругой податливости ма-
териала при использовании обозначений Фойгта в системе координат трещины,
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 + ,  + ,  – корень уравнения  +

+  с положительной мнимой частью,  – константы матрицы упругих модулей

материала в системе координат трещины ( ).
В случае изотропного материала перемещения связаны с КИНами формулами (3.1).

Чтобы найти перемещения на свободных берегах трещины, подставим α = π в уравне-
ние (3.1) и выразим КИН через перемещения для изотропного материала:

(3.4)

В случае анизотропного материала результатом подстановки α = π в (3.2), получаем
выражения:

(3.5)

где

– матрица 3 × 3 взаимного влияния трех компонент вектора относительного смеще-
ния берегов трещины на три коэффициента интенсивности напряжений.

Результат обращения (3.5) позволяет вычислить КИН через перемещения берегов
трещины в случае анизотропного материала [9, 14]:
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Стоит отметить, что если система координат трещины не совпадает с осями анизо-
тропии материала, то константы матрицы податливости и жесткости должны быть
преобразованы в систему координат трещины и корни ,  должны находиться из
уравнения 4 степени с константами податливости в системе координат трещины.
В случае поворота системы координат матрица перехода от одной системы координат

к другой при повороте в плоскости на угол ϕ имеет вид:  и форму-

ла преобразования элементов тензора податливости и жесткости 4 ранга из старой в
новую систему координат имеет следующий вид:

(3.8)

где  – элементы тензора податливости в исходной системе координат,  – эле-
менты тензора податливости в повернутой системе координат (трещины);  – эле-
менты тензора упругих модулей в исходной системе координат,  – элементы тен-
зора упругих модулей в повернутой системе координат (трещины). При использова-
нии формул (3.4) и (3.6) перемещения также нужно преобразовать из глобальной
системы координат в систему координат, связанную с трещиной. Данные формулы
были запрограммированы в конечно-элементном комплексе PANTOCRATOR [11].

При проведении расчетов относительное расстояние a/L от вершины трещины до
границы варьировалось в пределах [1; 10.5], где L – длина трещины (a – абсолютное
расстояние от вершины трещины до границы пластины), и принимало дискретные
значения: a/L = 1, 2, 4, 6, 8, 10.5. Анизотропия предполагалась кубического типа, для
описания которой необходимо задать 3 независимых упругих модуля. Отклонение от
изотропии характеризовалось параметром ρ:

(3.9)

который для изотропного материала принимает значение . В расчетах для мате-
риала с кубической симметрией использовались значения ,  и .
При проведении расчетов варьировалось значение G при фиксированных значениях
упругих модулей E и .

При выборе геометрических размеров пластины для задач с горизонтальной и на-
клонной трещиной обеспечивалось условие влияния на трещину близости только бо-
ковых границ, в то время как влиянием верхней и нижней границ можно было бы пре-
небречь в силу их значительного удаления от вершины трещины. На рис. 2 представ-
лена конечно-элементная модель для задачи с горизонтальной трещиной для случая
a = 4L. Число степеней свободы составляет 185000. В расчетах использовались вось-
миузловые изопараметрические конечные элементы с квадратичной аппроксимацией
перемещений в пределах одного конечного элемента. В целях валидации полученных
результатов проводилось сравнение полученного конечно-элементного решения для
случая a = 10.5L с аналитическим решением для бесконечной пластины и производи-
лось исследование практической сходимости численного решения на различных вло-
женных сетках для данной задачи на примере изотропного материала. При уменьше-
нии числа степеней свободы в 2 раза результат меняется менее, чем на 1%.

Для других размеров перемычки a конечно-элементная сетка вокруг вершины тре-
щины не менялась, а менялись только размеры пластины. Разбиение увеличенных об-
ластей производилось пропорционально длине. Области оставались квадратными.
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Рис. 2. Конечно-элементная модель пластины с горизонтальной трещиной (a = 4L, ϕ = 0°).

Рис. 3. Конечно-элементная модель пластины с наклонной трещиной (a = 4L, ϕ = 45°).
На рис. 3 показана конечно-элементная модель для задачи с наклонной трещиной
для случая a = 4L, ϕ = 45°. Число степеней свободы составляет 126000.

Также проводилось исследование практической сходимости решения для данной
конечно-элементной модели на примере изотропного материала. При уменьшении
числа степеней свободы в 2 раза результат тоже меняется менее, чем на 1%.

В случае наклонной трещины расстояние от вершины трещины до верхнего края
также оставалось равным расстоянию до верхней границы. При дальнейшем увеличе-
нии a область оставалась квадратной. Конечно-элементные модели фиксировались
слева по оси x для исключения твердотельных перемещений.

В задаче с горизонтальной трещиной анализировалось влияние параметров ρ и a/L
на . В задаче с наклонной трещиной исследовалось влияние параметров ρ, a/L и ϕ
на  и .
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Рис. 4. Зависимость нормированного значения  от расстояния до края анизотропной пластины a для го-

ризонтальной трещины ϕ = 0° (нормировано по отношению к значению  для изотропного материала).
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4. Результаты расчетов. На рис. 4 показана зависимость  от размера перемычки a
для задачи с горизонтальной трещиной (рис. 1а) для различных степеней отклонения
кубической симметрии от изотропии ρ (3.10).

При значительном удалении трещины от края пластины (a/L > 8) наблюдается сов-
падение (с точностью до 1%) значений  для анизотропных материалов с различной
степенью анизотропии с прогнозом для изотропного материала. При приближении
вершины трещины к границе (уменьшении отношения a/L) наблюдается прогресси-
рующий рост отличия прогнозов изотропного и анизотропного материалов. Прибли-
жение трещины к границе пластины пробуждает влияние анизотропии упругих
свойств на КИН. При ρ > 1 (G > Gизотроп) наблюдается увеличение  для анизотроп-
ного материала в сравнении с изотропным, а при ρ < 1 (G < Gизотроп) наблюдается
уменьшение  для анизотропного материала в сравнении с изотропным случаем.

На рис. 5 показана зависимость  от a для задачи с наклонной трещиной (рис. 1б)
для различных степеней отклонения кубической симметрии от изотропии ρ, опреде-
ляемых уравнением (3.9).

Аналогично случаю горизонтальной трещины при значительном удалении наклон-
ной трещины от края пластины (a/L > 8) наблюдается совпадение (с точностью до 1%)
значений  для анизотропных материалов с прогнозом для изотропного материала.
Аналогично при приближении вершины наклонной трещины к границе пластины
(уменьшении отношения a/L) наблюдается прогрессирующий рост отличия прогно-
зов изотропного и анизотропного материалов. В рассматриваемом случае наклонной
трещины также наблюдается эффект усиления влияния анизотропии упругих свойств
на КИН при приближении трещины к границе пластины. В отличии от случая гори-
зонтальной трещины и при ρ > 1 (G > Gизотроп), и при ρ < 1 (G < Gизотроп) для наклонной
трещины наблюдается увеличение  для анизотропного материала в сравнении с
изотропным случаем.

На рис. 6 показана зависимость  от размера перемычки a для задачи с наклонной
трещиной для степеней отклонения кубической симметрии от изотропии ρ.
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Рис. 5. Зависимость нормированного значения  от расстояния до края анизотропной пластины a для на-

клонной трещины ϕ = 45° (нормировано по отношению к значению  для изотропного материала).
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Рис. 6. Зависимость нормированного значения  от расстояния до края анизотропной пластины для на-

клонной трещины ϕ = 45° (нормировано по отношению к значению  для изотропного материала).
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Для  при значительном удалении наклонной трещины от края пластины (a/L > 8)
также наблюдается совпадение (с точностью до 1%) значений КИН для анизотропных
и изотропных материалов. При приближении вершины наклонной трещины к грани-
це пластины (уменьшении отношения a/L) наблюдается прогрессирующий рост отли-
чия  для изотропного и анизотропного материалов. При ρ > 1 (G > Gизотроп) наблю-
дается увеличение  для анизотропного материала в сравнении с изотропным, а при
ρ < 1 (G < Gизотроп) наблюдается уменьшение  для анизотропного материала в срав-
нении с изотропным случаем.
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Таблица 1. Отличие расчетных КИН при a/L = 10.5 от аналитического решения (1.1) для беско-
нечной пластины

Погрешность для KI в задаче 
с горизонтальной трещиной

0.8% 0.5% 0.08%

Погрешность для KI в задаче 
с наклонной трещиной

0.2% 0.4% 0.5%

Погрешность для KII в задаче 
с наклонной трещиной

0.5% 0.5% 0.4%

ρ = −0.25 ρ = 5 ρ = 10
При удалении трещины от границы эффект влияния анизотропии исчезает. КИН
для изотропного и анизотропного материалов для бесконечной пластины совпадают
[4]. В таблице 1 представлены результаты сравнения отличий численных решений для
КИН при максимальном моделируемом удалении a = 10.5L от аналитического реше-
ния (1.1) для бесконечной пластины [4] для всех рассмотренных вариантов ориента-
ции трещины и значений параметра степени анизотропии ,  и .

Во всех случаях погрешность вычисления КИН по сравнению с аналитическим ре-
шением составляет меньше 1%.

Заключение. На основе проведенных вычислительных экспериментов установлен
эффект возрастания влияния анизотропии упругих свойств на значения КИН при
приближении вершины трещины к границе пластины. При значительном удалении
вершины трещины от края пластины (a/L > 8) КИН для анизотропного материала (с
точностью до 2%) совпадает с КИН для изотропного материала. При меньших рассто-
яниях (a/L < 8) анизотропию материала рекомендуется учитывать.

Результаты конечно-элементного моделирования показали, что для трещин раз-
личных ориентаций (различных мод разрушения) с уменьшением расстояния между
вершиной трещины и границей пластины наблюдается прогрессирующее усиление
влияния анизотропии материала на значения КИН. Отличия в прогнозах КИН для
изотропного материала и материала с кубической симметрией превышают 15% для
рассматриваемых в расчетах констант материала и случаев нагружения.

Эффект возрастания влияния анизотропии упругих свойств на значения КИН при
приближении трещины к границе пластины усиливается с ростом степени анизо-
тропии.

Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства науки и выс-
шего образования Российской Федерации (тема № 0784-2020-0027).
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The interaction of a crack in a two-dimensional anisotropic elastic plate of finite dimensions
with the plate boundary is considered. It is shown that, with a decrease in the “bridge” be-
tween the crack tip and the plate boundary, the anisotropy of the material has an increasing
effect on the stress intensity coefficients. The dependence of the mentioned influence for
different crack orientations and for different fracture modes is investigated.
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