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Рассматриваются источники внутренних напряжений в нанопроволоках, моделью
которых служит бесконечный упругоизотропный цилиндр кругового сечения. Ис-
точниками внутренних напряжений являются дефекты, обладающие собственной
дисторсией (деформацией) и локализованные или в точке, или на линии, или на по-
верхности, или в области внутри нанопроволоки. Приводятся соотношения для
упругих полей и энергий некоторых дефектов в нанопроволоках, включая прямоли-
нейные дислокации и дисклинации, дислокационные петли и дилатационные
включения. Анализируется взаимодействие между источниками внутренних напря-
жений в упругом цилиндре. Обсуждается роль найденных решений задач механики
деформируемого твердого тела при интерпретации релаксационных процессов в
пентагональных нанопроволоках и гибридных полупроводниковых наноструктурах
с радиальными и аксиальными гетерограницами.
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1. Введение. Следуя установившейся терминологии, будем называть нанопроволо-
ками твердые тела, которые в двух измерениях имеют размеры от 1 до 100 нм, а в тре-
тьем – много больше 100 нм. В зависимости от химического состава, различают орга-
нические и неорганические нанопроволоки, а также однородные и неоднородные на-
нопроволоки. В последнем случае в отдельный класс выделяют композитные (или
гибридные) нанопроволоки, которые состоят из разных материалов (фаз), отделенных
друг от друга межфазными границами. К гибридным мы также относим нанопроволо-
ки, содержащие структурные дефекты: дислокации, дисклинации и их ансамбли.

Взрывной интерес, появившийся в последние три декады к нанопроволокам и дру-
гим нанобъектам, в первую очередь объясняется принципиально новыми функцио-
нальными (физическими и химическими) свойствами, которые возникают у кристал-
лов при уменьшении их размеров до длины волны де Бройля для электрона в данном
материале, формируя так называемые квантово-размерные эффекты [1]. Важный
пример реализации квантово-размерных объектов представляют собой полупровод-
никовые гибридные нанопроволоки [2, 3].

Наноматериалы, имеющие ограничения по одному из нескольких измерений, обла-
дают рядом особенностей и с точки зрения механических свойств [4, 5]. Эти особенно-
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сти могут проявляться как в упругом поведении материалов и их пластическом отклике,
так и на переходе к стадии разрушения. В работах Никиты Федоровича Морозова с со-
авторами значительное внимание уделено различным аспектам механического поведе-
ния наноматериалов и нанообъектов: например, влияние характерного размера нано-
кристаллической полосы (ее ширины) на значение модулей упругости рассмотрено
в [6], параметры жесткости нанообъектов исследованы в [7], а в работе [8] рассмотре-
ны динамические свойства материала с ансамблем наноразмерных включений, нако-
нец, упругие поля и энергии дисклинаций в полых наночастицах изучены в [9].

В настоящей работе мы анализируем механическое поведение гибридных нанопро-
волочных структур, содержащие дефекты: дислокации, дисклинации, упругие вклю-
чения. В качестве адекватной механической модели нанопроволоки рассматривается
бесконечный упругоизотропный круговой цилиндр, в котором имеются источники
внутренних напряжений, что эквивалентно наличию в объеме цилиндра собственных
(неупругих) деформаций – eigenstrains.

Решение упругих задач для твердых тел с геометрией кругового цилиндра важно для
многих приложений в механике и физике. Начиная с классической работы Филона
[10] и до недавних исследований напряженно-деформированного состояния цилин-
дров конечной длины [11] или полых цилиндров со сложными реологическими свой-
ствами материала [12], опубликованы тысячи статей, посвященных анализу напря-
женно-деформированного состояния твердых тел с геометрией цилиндра. Существу-
ют две возможности постановки задач теории упругости для цилиндра: (i) приложение
сил и моментов на его поверхности или (ii) допущение собственной деформации в за-
данной области цилиндра. Решение задач первого типа для бесконечного цилиндра,
нагруженного на части поверхности постоянным давлением, было в деталях рассмот-
рено Лурье [13]. Второй тип проблем связан с состоянием цилиндра с внутренними
напряжениями без каких-либо внешних нагрузок. Известными примерами такого со-
стояния являются дислокации Вольтерра [14], когда собственная деформация локали-
зована на выделенной поверхности внутри полого цилиндра. Собственную деформа-
цию можно задать в конечном объеме внутри упругого цилиндра. В результате мы
приходим к задаче упругого включения аналогично случаю, рассмотренному впервые
Эшелби для включений в бесконечном упругом континууме [15].

План изложения материала в статье следующий. В разделе 2 мы обсуждаем соб-
ственные дисторсии и деформации в упругом цилиндре, включая их общую класси-
фикацию по геометрическому признаку, и даем примеры собственных деформаций,
относящиеся к аксиальным и радиальным включениям, а также изолированным дис-
локациям и дисклинациям. Раздел 3 посвящен примерам решения задач теории изо-
тропной упругости для прямолинейных и петлевых дислокаций и дисклинаций в ци-
линдре (нанопроволоке) и для распределенной собственной деформации. В разделе 4
дан анализ взаимодействующих собственных деформаций, которые могут одновре-
менно возникать в нанопроволоках. Наконец, в заключительном разделе 5 кратко об-
суждаются физические эффекты в нанопроволоках, обусловленные наличием соб-
ственных деформаций и структурных дефектов.

2. Собственные деформации в цилиндре. Общий подход к внутренним источникам
упругих искажений в материале – дефектам – с точки зрения механики твердого тела
был развит [16, 17] как продолжение идей Вольтерры [14], Эшелби [15], Кренера [18],
Де Вита [19] и Муры [20]. В этом подходе дефекты вводятся в трехмерный континуум с
помощью собственных дисторсий (или собственных деформаций – eigenstrains), лока-
лизованных либо в точке, либо на линии, либо на поверхности, либо в трехмерной об-
ласти.

2.1. Классификация собственных дисторсий и деформаций по геометрическому призна-
ку. В соответствии с размерностью области задания дефекта мы имеем точечные (0D),
линейные (1D), поверхностные (2D) и объемные (3D, также известные как включе-
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ния) дефекты с соответствующими собственными (неупругими) дисторсиями  (  –
размерность дефекта) [21]:

(2.1)

В этих соотношениях безразмерный тензор  задает характер превращений в ходе не-
упругого формоизменения материала; многомерные дельта-функции Дирака 
указывают на область задания превращения: точку, линию, площадку и объем (первое –
четвертое соотношения в формуле (2.1), соответственно). Формальные, в общем слу-
чае, коэффициенты ,  и  вводятся для того, чтобы собственные дисторсии  оста-
вались безразмерными. В частности, трехмерная дельта функция , имеющая
в декартовых координатах вид , обладает размерностью

, значит, для того, чтобы дисторсия  оставалась безразмерной, необхо-

дим коэффициент  размерностью .
Заметим, что вместо собственных дисторсий (2.1) могут быть заданы упомянутые

выше собственные деформации (eigenstrains)  – симметричные части тензоров, за-
даваемых формулами (2.1). Например, дислокации удобно характеризовать собствен-
ной дисторсией, а дилатационные дефекты различной размерности – собственной де-
формацией.

Неупругое формоизменение материала (твердого тела) может иметь различную
природу. Оно возникает в ходе фазовых превращений, например, мартенситного пре-
вращения, когда меняется симметрия и размеры элементарной ячейки кристалла [22],
или в результате теплового расширения твердых тел [23]. Решеточное несоответствие
на границе раздела кристаллических материалов различающегося химического соста-
ва [24] является случаем, представляющим наибольший интерес для устройств элек-
троники и оптоэлектроники. Наконец, неоднородная пластическая деформация мате-
риала, осуществляемая за счет движения дислокаций [25], служит наиболее распро-
страненным примером собственных деформаций.

Отметим, что дефекты большей размерности могут быть получены из дефектов
меньшей размерности путем суперпозиции. Например, из 0-мерных дефектов, рас-
пределенных с некоторой плотностью вдоль линии , или по поверхности  или по
объему  получаются, соответственно, линейный и 2-мерный дефекты или вклю-
чение:

(2.2)

2.2. Примеры собственных деформаций. Прежде чем переходить к ключевым, с точки
зрения физико-технических применений, упругим задачам для микро- и нанопрово-
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Рис. 1. Бесконечно длинный цилиндр с аксиальной (а) и радиальной (б) собственными деформациями и
янус-цилиндр (в). На графиках схематично показаны изменения собственных деформаций.
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лок, определим основные собственные деформации, которыми задается состояние
проволоки, моделируемой бесконечно длинным упругим цилиндром.

2.2.1. Аксиальные и радиальные собственные деформации, заданные в объеме цилиндра.
На рис. 1а показан цилиндр с дилатационной собственной деформацией  (
и  в декартовой и цилиндрической системах координат соответственно, сум-
мирования по повторяющемуся индексу нет), меняющейся вдоль оси цилиндра  и
называемой аксиальной:

(2.3)

Здесь  – скалярная функция, задающая изменение собственной деформации,
 – функция Хевисайда,  – радиус цилиндра,  – интервал задания соб-

ственной деформации по оси , .
На рис. 1б изображен цилиндр с радиальной собственной деформацией:

(2.4)
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одинаковых частей (рис. 1в), его дилатационная собственная деформация запишется в
виде:

(2.5)

2.2.3. Локализованные дефекты: дислокации и дисклинации. Собственные дисторсии
линейных дефектов, дислокаций и дисклинаций, задаются площадкой разреза, на ко-
торой дефект вводится, и способом преобразования берегов разреза [14]. Это означа-

ет, что формула (2.1) собственной дисторсии  для этих дефектов может быть кон-
кретизирована [26, 27]:

(2.6)

Здесь  – векторная дельта-функция Дирака на поверхности разреза  с нормалью

, определяемая как ; в фигурных скобках формализован скачок смеще-

ний берегов разреза площадки;  – компоненты вектора Бюргерса дислокации;  –

компоненты аксиального вектора Франка дисклинации;  – точка, через которую
проходит ось ротации для дисклинации;  – компоненты тензора Леви-Чивита.

Оказывается, что упругие поля дислокаций и дисклинаций непрерывны везде кро-
ме линии, ограничивающей площадку задания дефекта. Более того, упругие поля не
зависят от выбора площадки. Если ограничивающая линия находится в теле и не вы-
ходит на свободную поверхность, то это – линия дефекта.

На рис. 2а–в показаны прямолинейная краевая и винтовая дислокации, круговая
призматическая дислокационная петля и прямолинейная клиновая дисклинация с
обозначением их линий.

В цилиндре компоненты собственной дисторсии прямолинейной краевой и винто-
вой дислокаций (рис. 2а) с векторами Бюргерса  и  соответственно
( ,  и  – орты координатных осей), показывающими относительный сдвиг бере-
гов разреза, удобно записать в виде:

(2.7)

где ( , ) – координата линии краевой дислокации и (0, ) – координата линии
винтовой дислокации.

Для призматической дислокационной петли (петли внедрения), изображенной на
рис. 2б, собственная дисторсия определяется формулой:

(2.8)

где  – радиус петли, ;  – координата плоскости залегания петли.
Собственная дисторсия соосной цилиндру клиновой дисклинации с вектором

Франка  (  – орт оси ), характеризующим относительный поворот берегов
разреза (рис. 2в), записывается в виде:

(2.9)

Заметим, что при определении дисторсий прямолинейных дислокаций (2.7) и дискли-
нации (2.9) в качестве области задания дефекта берется полуплоскость.

В следующем разделе рассматриваются упругие энергии, обусловленные перечис-
ленными собственными деформациями в цилиндре.

3. Примеры решений задач теории упругости для цилиндров с собственными деформа-
циями. В случае бесконечной упругоизотропной среды при заданной собственной де-
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Рис. 2. Краевая и винтовая дислокации (а), призматическая дислокационная петля внедрения (б) и положи-
тельная клиновая дисклинация (в) в цилиндре.
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формации или дисторсии дефекта его упругие поля рассчитываются по известным
формулам, в которые входит тензор Грина, имеющий аналитическое представление
[20]. Для упругого цилиндра (особенно при наличие неоднородностей в распределе-
нии упругих модулей) такой подход не применим, а граничные задачи при условии от-
сутствия усилий на свободной поверхности цилиндра (для компонент тензора напря-
жений , ) требуют индивидуального подхода для выбранного вида соб-
ственной деформации (дисторсии).

В зависимости от цели и симметрии граничной задачи, возможно определять упру-
гие поля дефекта, пользуясь уже известными полями дефектов меньшей размерности,
как это было реализовано для бесконечного континуума. В работах [16, 17, 28] показа-
но, как из 0-мерных дефектов – бесконечно-малых призматических петель [29] полу-
чаются сначала (а) 0-мерный центр дилатации, и определяются его упругие поля,
затем (б) дилатационная круговая нить, поля которой рассчитываются путем интегри-
рования полей центров дилатации, распределенных по окружности, далее (в) дилата-
ционный диск, и его поля находятся интегрированием круговых дилатационных ни-
тей, распределенных по радиусу круга, и, наконец, (г) включения в виде конечного
кругового цилиндра и усеченного шара, поля которых также записываются в аналити-
ческом виде [28]. В работах [30, 31] был продемонстрирован переход от решения гра-
ничной задачи о дилатационном диске в цилиндре к решению для дилатационного
включения с собственной деформацией, зависящей от осевой координаты цилиндра.

σ = 0ri = ϕ, ,i r z
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3.1. Изолированные прямолинейные дислокации и дисклинации. Впервые упругие поля
прямолинейных дислокаций и дисклинаций в цилиндре были даны Вольтеррой в 1907 г.
в основополагающей статье [14] о дисторсиях в полых толстостенных трубах. Эти ре-
шения, полученные для случая, когда линии дислокаций или дисклинаций лежат на
оси полого или, в пределе, сплошного бесконечно длинного цилиндра, хорошо из-
вестны и многократно цитировались, в том числе в классических учебниках по теории
упругости и механике деформируемого твердого тела [32, 33].

Упругая задача для винтовой дислокации с вектором Бюргерса , смещен-
ной с оси сплошного цилиндра радиуса  на некоторое расстояние  (см. рис. 2a),
была рассмотрена Эшелби [34]. Решение в этом случае может быть найдено простой
суперпозицией упругих полей данной дислокации и виртуальной дислокации изобра-
жения противоположного знака, расположенной на линии, проходящей через ось ци-

линдра и линию исходной дислокации, за пределами цилиндра на расстоянии  от
оси цилиндра. Энергия на единицу длины такой смещенной относительно оси дисло-
кации оказывается следующей [25]:

(3.1)

где  – модуль сдвига,  – модуль вектора Бюргерса винтовой дислокации,  – ради-
ус ядра дислокации. Из соотношения (3.1) следует, что дислокация в бесконечном ци-
линдре имеет единственное неустойчивое положение равновесия на оси этого цилин-
дра. В этой же работе [34] было показано, что наличие свободных торцов у цилиндра
конечной длины, содержащего винтовую дислокацию, приводит к закручиванию ци-
линдра вокруг своей оси на погонный угол:

(3.2)

При этом дислокация приобретает два положения равновесия в цилиндре – устойчи-
вое на его оси и неустойчивое на расстоянии  от нее.

Упругие поля и поведение винтовой дислокации в стенке бесконечно длинного по-
лого цилиндра исследовались в работах [35–37]. Решения были получены с помощью
двух бесконечных рядов виртуальных дислокаций изображения, расположенных
внутри полости и вне цилиндра, для случаев соосной полости [35, 37] и полости [36],
ось которой была смещена с оси цилиндра. В работе [37] показано, в частности, что
наличие внутренней полости приводит к качественным отличиям в распределении
поля напряжения дислокации: смене знака напряжений возле внутренней поверхно-
сти стенки, высокой концентрации напряжения и его градиента на этой поверхности.

Для клиновой дисклинации c вектором Франка , смещенной относи-
тельно оси цилиндра вдоль оси  на расстояние , см. рис. 2в, решение для на-
пряжений (случай плоской деформации) задается следующей функцией напряжений
Эйри [38]:

(3.3)

где  – коэффициент Пуассона, а остальные обозначения были введены выше по тексту.
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Погонная энергия такой дисклинации с сингулярным ядром, т.е. в случае ,
задается простым соотношением [38, 39]:

(3.4)

Аналогичные задачи были рассмотрены для прямолинейных краевых дислокаций.
Первое упоминание о решении для краевой дислокации, смещенной относительно
оси цилиндра, полученном в 1949 году в дипломной работе Дитце под руководством
Лейбфрида, опубликовано Зеегером [40]. Такое же решение позже было найдено пре-
дельным переходом в задаче о краевой дислокации в цилиндрической неоднородно-
сти в матрице при устремлении к нулю жесткости матрицы [41]. С другой стороны, это
же решение можно найти предельным переходом от двухосного диполя клиновых дис-
клинаций мощности (модулем вектора Франка)  с плечом , смещенных с оси беско-
нечного сплошного цилиндра [42], к краевой дислокации при  и .

Для краевой дислокации с вектором Бюргерса  и линией, проходящей че-
рез точку  параллельно оси  цилиндра радиуса  (рис. 2а), функция напряже-
ний Эйри имеет вид [42]:

(3.5)

где     +

+ .
Энергия краевой дислокации, смещенной относительно оси бесконечного упруго-

изотропного цилиндра на расстояние , демонстрирует зависимость от параметров за-
дачи, аналогичную случаю винтовой дислокации [41]:

(3.6)

Здесь координаты дислокации определены как , .
В заключение этого раздела отметим, что в последние десятилетия возрос интерес к

анализу упругого поведения прямолинейных краевых [43–46] и винтовых [47–50] дис-
локаций в трехфазных упруго-неоднородных цилиндрических системах, состоящих из
цилиндрического ядра, оболочки и окружающей бесконечной матрицы.

3.2. Призматическая дислокационная петля. Для призматической дислокационной
петли, соосной длинному круговому цилиндру (рис. 2б), упругая задача эффективно
решается с применением общих формул для упругих полей в цилиндре, подвергнутом
произвольной осесимметричной нагрузке [13]. Подробно решение этой задачи изло-
жено в работе [51].

Для вычисления упругих энергий цилиндров (и любых других тел) с заданными
собственными деформациями  (дисторсиями ) результативным оказывается
подход, в которой энергия рассчитывается как половина работы напряжений , вы-
званных собственными деформациями, при “создании” этих деформаций [26], что яв-
ляется следствием теоремы взаимности работ в линейной теории упругости [13, 20, 25].
В результате запасенная энергия записывается как

(3.7)
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Рис. 3. Энергия дислокационной призматической петли в цилиндре (1) и в бесконечной упругой среде (2)

как функция ее радиуса. Энергия выражена в единицах , где  – модуль сдвига,  – величина вектора
Бюргерса дислокационной петли,  – радиус цилиндра. Расчеты сделаны для коэффициента Пуассона  = 0.3

и радиуса ядра дислокации .
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Здесь  – объем тела. Выделенная область интегрирования по этому объему включена
в формулы  и .

Приведем формулу энергии призматической дислокационной петли  в цилин-
дре, найденную в работе [51] с помощью соотношения (3.7):

(3.8)

где , , ,  и  – модифицированные
функции Бесселя 1-го рода,  – функция Макдональда, ,  – радиус
петли,  – радиус цилиндра,  – радиус ядра дислокации.

На рис. 3 показана зависимость энергии призматической петли от ее радиуса в ци-
линдре. Там же для сравнения показана аналогичная зависимость для петли в беско-
нечной среде.

3.3. Цилиндр с радиальным несоответствием. Напряженно-деформированное состо-
яние, вызванное радиальным распределением собственных деформаций в цилиндре,
т.е. нанопроволоки со структурой “ядро/оболочка” (см. рис. 1б), исследовалось сначала
для упруго-однородного [52], а затем и для упруго-неоднородного [53] цилиндров. На-
пример, для одинаковых значений коэффициентов Пуассона  и разных
значений модулей сдвига  и  соответственно материалов ядра и оболочки с радиу-
сами  и  ненулевые компоненты тензора напряжений несоответствия в цилиндри-
ческой системе координат  можно записать в следующем компактном виде [53]:
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(3.9)

где использованы обозначения: , , .

Верхний индекс в скобках в обозначениях напряжений указывает на принадлежность

к ядру (1) или к оболочке (2), а параметр  – это параметр несоответствия кристалли-
ческих решеток их материалов. В случае кубических решеток с параметрами  и  его

можно определить как .

Погонная упругая энергия такого цилиндра  (энергия несоответствия) определя-
ется по формуле (3.7):

(3.10)

Недавно были также выполнены исследования, в которых изучались структуры ти-
па “ядро/оболочка” с ядрами, имеющими в сечении форму правильных многоуголь-
ников, см. например, работы [54–57]. Решения для прямоугольных и квадратных се-
чений получали с помощью комплексных потенциалов. Для случаев треугольного и
шестиугольного сечения предварительно решалась граничная задача теории упруго-
сти для бесконечно тонкой дилатационной нити [16], параллельной оси цилиндра, а
затем поля напряжений включений находили прямым интегрированием полей напря-
жений нити.

3.4. Цилиндр с аксиальной собственной деформацией. Задача об упругих полях цилин-
дра с дилатационной собственной деформацией, меняющейся вдоль оси цилиндра 
(рис. 1а), была решена путем интегрирования полей распределенных по  дилатаци-
онных дисков [30, 31]. В свою очередь упругие поля дилатационного бесконечно тон-
кого диска были найдены методом Лурье [13], упоминавшимся выше при рассмотре-
нии призматической дислокационной петли.

Приведем формулы для энергий цилиндра с дилатационными включениями с рез-

кими границами и с границами, где дилатация линейно спадает до 0 –  и :

(3.11)

где  – величина собственной деформации включения (3), ,  – высота

включения с ,  – размер области размытости границ включения, т.е. области, где

дилатация спадает от  до 0. Остальные обозначения те же, что и в формуле (3.8).
В работе [31] представлена энергия включения с размытыми границами, в которых
дилатация спадает по экспоненциальному закону.
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Рис. 4. Энергия цилиндра в зависимости от относительного размера дилатационного включения  при

различных размерах областей размытия его границ . Энергия выражена в единицах , где  – мо-

дуль сдвига,  – величина собственной деформации включения,  – радиус цилиндра. Расчеты сделаны
для коэффициента Пуассона  = 0.3.
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На рис. 4 показана зависимость  для набора . Пунктирной кривой обозна-

чена зависимость .
4. Взаимодействующие собственные деформации в цилиндре. В общем случае взаимо-

действие источников внутренних напряжений (дефектов) описывается перекрестным
членом вида [20]:

(4.1)

где собственная деформация  относится к одному из взаимодействующих дефектов,

а напряжения  вызваны вторым дефектом; при этом интегрирование проводится по
всему объему рассматриваемого упругого тела; в нашем случае это бесконечный ци-
линдр.

Ниже приводятся примеры использования соотношения (4.1) для анализа важного
с точки зрения практических приложений взаимодействия источников внутренних
напряжений в нанопроволоках.

4.1. Дисклинация в нанопроволоке с радиальной собственной деформацией. Проволоки
и стержни с пентагональным поперечным сечением с характерным диаметром от 10 нм до
5 мкм часто наблюдаются для материалов с ГЦК кристаллической структурой [58].
Простой моделью таких нано- и микрообъектов служит круговой цилиндр с клиновой

дисклинацией мощностью  –  ≈ 0.128 ≈ 7°20′, расположенной
вдоль оси цилиндра [58–60]. Знание упругих полей и энергий дисклинированного ци-
линдра позволяет исследовать и предсказывать многие структурные особенности,
свойственные пентагональным микро- и нанообъектам. Основное наблюдение, кото-
рое можно хорошо объяснить на основе дисклинационного подхода – это проявление
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различных релаксационных процессов в структуре пентагональных нанопроволок и
микростержней, возникающих с увеличением их диаметра [61–63]. В данном разделе
мы рассмотрим образование слоев c решеточным несоответствием в пентагональных
нанопроволоках (рис. 5а), что с точки зрения механики материалов сводится к задаче
о взаимодействии дисклинации с радиальной собственной деформацией.

Погонная энергия взаимодействия дисклинации мощностью , расположенной в
цилиндре радиуса , в котором имеется ядро радиуса , испытывающее собственную

деформацию  (эквивалентную несоответствию) оказывается следующей [64, 65]:

(4.2)

где след тензора напряжений дисклинации в цилиндре  = ,

.
Энергия взаимодействия в зависимости от знака собственной деформации может

оказаться отрицательной, что компенсирует или даже перекрывает увеличение энер-
гии структуры “ядро/оболочка”, задаваемое соотношением (3.10). Суммарное измене-
ние энергии  на единицу длины дисклинированной нанопроволоки с появлением
слоя с несоответствием (рис. 5a) имеет вид:

(4.3)

где первый член суммы – это энергия несоответствия (3.10) при условии равенства
упругих модулей, второй член – это энергия взаимодействия дисклинации с ядром
цилиндра (4.2).

На рис. 5б, в показаны графики зависимости  для различных  и карта изоли-

ний энергии . Видно, что при  в большом диапазоне относительного
размера ядра  существует выигрыш в энергии дисклинированной проволоки при по-
явлении в ней ядра с несоответствием: .

4.2. Дислокации в нанопроволоке с радиальной собственной деформацией.
4.2.1. Прямолинейная краевая дислокация в нанопроволоке со структурой “ядро/обо-

лочка”. Изучение взаимодействия прямолинейных краевых дислокаций с радиальны-
ми собственными деформациями в цилиндре важно для выявления критических усло-
вий протекания релаксационных процессов за счет возникновения дислокация несо-
ответствия (ДН) в нанопроволоках со структурой “ядро/оболочка”, см. [52, 66, 67].

Например, в случае цилиндрического ядра погонная энергия взаимодействия крае-
вой ДН, расположенной на границе раздела между упруго-однородными изотропны-
ми ядром и оболочкой и ориентированной таким образом, что ее вектор Бюргерса 
направлен вдоль касательной  к этой границе –  (см. рис. 6), описывается
простой формулой [52]:

(4.4)

где окружное напряжение в оболочке  определяется второй формулой (3.9),
.

Просуммировав выражения (3.6) и (4.4), авторы работы [52] определили изменение
полной погонной энергии нанопроволоки при образовании в ней ДН –  и с его по-

мощью нашли критическое условие начала релаксации: , где  – крити-
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Рис. 5. Выигрыш в энергии  при образовании ядра с несоответствием в цилиндре с клиновой дисклина-

цией мощностью ω ≈ 0.128 как функция относительного радиуса ядра  и собственной деформации

ядра (параметра несоответствия) . (а) дисклинированный цилиндр с ядром с несоответствием, (б) зави-

симость от параметра  для набора , тонкие штриховые линии обозначают положение минимумов на

кривых; (в) контуры равных энергий в координатах  – . Погонные энергии даны в единицах , где

 – модуль сдвига,  – радиус цилиндра, а для коэффициента Пуассона использовано значение .
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Рис. 6. Дислокация несоответствия в цилиндрической системе типа “ядро–оболочка”. Показана ситуация,

когда собственная деформация ядра .
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c

ε > 0T
ческое значение параметра несоответствия. Это критическое несоответствие можно
представить в виде:

(4.5)

где  – нормированный радиус дислокационного ядра.
Численный анализ выражения (4.5) показал, что управляющими параметрами за-

рождения ДН в такой гетероструктуре могут служить как величина несоответствия,
так и радиус ядра нанопроволоки, и толщина ее оболочки. Если несоответствие и ра-
диус ядра достаточно малы, то ДН не может зародиться ни при какой, сколь угодно
большой толщине оболочки.

В случае призматического ядра исследовались различные механизмы релаксации
напряжений несоответствия: зарождение полных и частичных краевых дислокаций на
свободной поверхности оболочки, переползание полной краевой дислокации с этой
поверхности к границе раздела между ядром и оболочкой и испускание ребром ядра
скользящих диполей полных и частичных краевых дислокаций [56].

4.2.2. Призматическая дислокационная петля в нанопроволоке со структурой “яд-
ро/оболочка”. Расчет энергии упругого взаимодействия дислокаций с напряжениями
несоответствия в нанопроволоках типа “ядро/оболочка” проводился также для разных
петлевых конфигураций дислокаций. Большинство из этих конфигураций представля-
ли собой призматические дислокационные петли с вектором Бюргерса, перпендикуляр-
ным к плоскости петли (рис. 7а). Образование круговых петель ДН, расположенных на
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Рис. 7. Призматическая петля дислокации несоответствия в цилиндрической нанопроволоке со структурой

“ядро/оболочка” (а) и выигрыш в энергии проволоки  (б) при формировании петли в зависимости от

относительного радиуса ядра  и его собственной деформации . Энергия выражена в единицах

, где  – модуль сдвига,  – величина вектора Бюргерса дислокационной петли. Показана ситуация,

когда собственная деформация ядра . Расчеты представлены для проволоки радиуса a = 50 нм при

коэффициенте Пуассона  и радиусе ядра дислокации  = 0.3 нм.
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границе между ядром и оболочкой в поперечном сечении нанопроволоки, анализиро-
валось в работах [51, 53, 68, 69].

Энергия взаимодействия петли ДН с полем напряжений несоответствия в случае
упруго однородной нанопроволоки определяется простой формулой [51, 53, 68]:

(4.6)

где  – осевое напряжение несоответствия в ядре (см. выражение (3.9с) при 

Здесь полагаем, что , тогда верхний знак в формуле (4.6) относится к петле
внедрения, а нижний знак – к петле вакансионного типа (рис. 7а). Все обозначения в
формуле (4.6) соответствуют обозначениям, введенным ранее.

С использованием выражения (4.6) и формулы для энергии петли в цилиндре (3.8)
авторы [51, 53, 68] построили зависимость изменения энергии  проволоки со
структурой “ядро/оболочка” при формировании в ней петли ДН и определили крити-
ческие условия образования петли ДН. На рис. 7б контур  задает зависимость
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критического несоответствия . Было показано, что  монотонно уменьшается с
увеличением относительного радиуса  и толщины оболочки . Это

означает, что при заданном несоответствии  зарождение петли ДН становится энер-
гетически выгодно, если t и  достигают некоторых критических значений. Для об-

щего анализа ситуации особенно удобны диаграммы , построенные численно для
разных значений радиуса нанопроволоки  [51]. Кроме того, была рассчитана равно-
весная плотность бесконечного периодического ряда петель ДН, распределенных
вдоль границы ядра и оболочки [51]. Полученные теоретические результаты хорошо
соответствуют данным экспериментальных наблюдений.

С целью изучения энергетических барьеров, возникающих в процессе образования
ДН, были рассмотрены [57, 70–72] модели зарождения малых (по сравнению с радиу-
сами ядра и оболочки) прямоугольных призматических петель в разных местах попе-
речных и продольных сечений композитных нанопроволок: на границе раздела между
ядром и оболочкой с расширением либо в ядро, либо в оболочку, и на свободной по-
верхности оболочки c расширением как вдоль поверхности, так и в глубину оболочки
к ее границе с ядром.

Аналогичные модели зарождения малых прямоугольных призматических петель
были развиты для сплошных композитных нанопроволок с призматическими ядрами,
имеющими квадратное [57, 71], треугольное [57] и шестиугольное [57, 72] сечения.

4.3. Дислокации и дилатационные включения в нанопроволоке с аксиальной собственной
деформацией. В настоящее время цилиндры с аксиальной собственной деформацией
являются рабочей моделью для теоретического изучения релаксационных и других
механо-физических процессов в гибридных полупроводниковых структурах, которые
представляют собой проволоки, составленные из кристаллических слоев разных мате-
риалов.

4.3.1. Призматическая дислокационная петля вблизи границы дилатационного включе-
ния. Анализ упругих полей цилиндра с дилатационным включением, выходящим на
свободную боковую поверхность (см. рис. 1а) [31], стимулировал изучение релаксаци-
онных процессов за счет образования призматических дислокационных петель вблизи
границы включения (рис. 8а). В этом случае расчет аналогичен изложенным выше:
сначала находится формула для энергии взаимодействия дислокационной петли с по-
лем включения, затем определяется полное изменение энергии гибридной проволоки
с появлением в ней дислокационной петли – .

Приведем формулу , когда размер включения настолько велик по сравнению с
радиусом цилиндра, что дислокационная петля взаимодействует только с одной гра-
ницей включения, находясь на расстоянии  от нее:

(4.7)

Здесь первые два слагаемых – это энергия дислокационной петли в цилиндре (3.8),
последнее слагаемое – энергия взаимодействия петли с полем включения. Как и в

формуле (3.8), здесь введены следующие обозначения , ,

,  и  – модифицированные функции Бесселя 1-го рода,
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Рис. 8. Призматическая дислокационная петля вблизи дилатационного включения. (а) Геометрическая мо-
дель системы. Изображен случай, когда петля находится вне включения. (б) Зависимость критического ра-

диуса цилиндра , при котором образуется дислокационная петля, от параметра несоответствия  между
частями двухфазного цилиндра с одной границей несоответствия. Здесь  – величина вектора Бюргерса
дислокации. Стрелками отмечены значения несоответствия для конкретных комбинаций пар полупровод-
никовых материалов.
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На основании кривых  в координатах  (см. подобный график на рис. 7б)
для различных расстояний петли от границы включения  при фиксированном радиу-

се цилиндра  определяется минимальное значение , при котором петле энергети-

чески выгодно появиться в цилиндре. Далее строится зависимость  и на ее осно-

вании обратная зависимость  (рис. 8б).
4.3.2. Взаимодействующие аксиальные дилатационные области. Упругая энергия ци-

линдра с двумя и более аксиальными областями исследовалась в работах [73, 74]. Было
рассчитано взаимодействие дилатационных включений в цилиндре (в бесконечной
упругой среде дилатационные включения не взаимодействуют) и энергии цилиндри-
ческой системы в целом при всех возможных позициях включений, в том числе и при
наложении их друг на друга [74]. В статье [74] от перекрывающихся включений был

сделан переход к гетерофазной границе, в которой параметр несоответствия  сту-
пенчато меняется вдоль оси цилиндра.

На рис. 9а показана цилиндрическая проволока с двумя равновеликими дилатаци-
онными включениями , находящимися на расстоянии  друг от друга. Се-
рия кривых взаимодействия таких включений, рассчитанная для различных размеров  и
представленная на рис. 9б, демонстрирует притяжение включений при уменьшении
дистанции между ними.

Заключение. Мы рассмотрели механические модели нанопроволок, содержащих де-
фекты – источники внутренних напряжений. Основной составной частью этих моде-
лей является упругоизотропный бесконечный цилиндр из материала с линейным за-
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Рис. 9. Взаимодействующие включения в нанопроволоке. (а) геометрическая модель; (б) энергия взаимо-
действия равновеликих включений  как функция расстояния между ними . Энергия дана в единицах

, где  – модуль сдвига,  – собственная деформация включений (решеточное несоответствие
включения относительно материала цилиндра),  – радиус цилиндра. Расчеты сделаны для коэффициента
Пуассона .
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коном состояния Гука. Источники внутренних напряжений в цилиндре задаются с
помощью тензора собственной дисторсии (или собственной деформации), локализо-
ванной на некоторой поверхности (в случае дислокаций и дисклинаций) или в неко-
торой области (в случае нанопроволок с радиальными или аксиальными дилатацион-
ными включениями).

Для прямолинейных дислокаций и дисклинаций, соосных оси цилиндра, приведе-
ны классические аналитические решения для функции напряжений и энергий. Для
призматической дислокационной петли решение для энергии дано в виде интегралов
от цилиндрических функций. Представлены результаты общего аналитического под-
хода для определения упругого поля и связанной с ним энергии деформации в упруго-
изотропном круговом цилиндре с аксиально-неоднородной собственной деформаци-
ей, характеризующей дилатационные включения. Приведены формулы для энергий
дилатационных включений конечного размера в цилиндре со скачкообразно и плавно
меняющейся вдоль оси собственной деформацией. Показано, что для всех рассмот-
ренных типов осевого распределения собственных деформаций энергия деформации
в системе имеет максимум на зависимости от осевого размера (высоты) включения.

Исследовано взаимодействие источников собственной деформации в упругом ци-
линдре для физически мотивированных задач механики: дисклинаций, взаимодей-
ствующих с радиальными собственными деформациями в пентагональных нанопро-
волоках, прямолинейных дислокаций и призматических петель – с ядрами с
несоответствием в нанопроволоках со структурой “ядро/оболочка”. Во всех этих слу-
чаях определены критические параметры: диаметр нанопроволоки и толщина оболоч-
ки, а также несоответствие, отвечающие выигрышу в упругой энергии в результате
взаимодействия.
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Решена задача об упругом взаимодействии дилатационных включений в гибридных
нанопроволочных структурах, в которых материал включений обладает решеточным
несоответствием по отношению к материалу нанопроволоки. В результате предсказан
неизвестный ранее эффект притяжения квантовых дисков с дилатацией одного знака
и показано, что величина этого эффекта определяется приведенной (по отношению к
радиусу нанопроволоки) толщиной взаимодействующих включений.

В заключение отметим, что постановка обсуждаемых задач механики деформируе-
мого твердого тела имеет смысл для любого диаметра цилиндра, но, однако, приобре-
тает особое значение для нанопроволок с диаметром  в диапазоне от 10 до 100 нм. Та-

кое значение диаметра возникает из простого соотношения , где  есть вели-
чина вектора Бюргерса дислокаций в кристаллической решетке (для оценок обычно

принимается  нм), а  – типичная величина собственных дефор-
маций, вызываемых решеточным несоответствием в полупроводниковых гетерострук-
турах [24] или возникающих в результате фазовых превращений [22].

А.Л. Колесникова и М.Ю. Гуткин благодарят за поддержку Министерство науки и
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The sources of internal stresses in nanowires, the model of which is an infinite elastically
isotropic cylinder of circular cross section, are considered. Sources of internal stresses are
defects that have their self-distortion (eigenstrain) and are localized either at a point, or on a
line, or on a surface, or in a region inside the nanowire. Relations are given for the elastic
fields and energies of some defects in nanowires, including straight dislocations and discli-
nations, dislocation loops, and dilatation inclusions. The interaction between sources of in-
ternal stresses in an elastic cylinder is analyzed. The role of the found solutions to the prob-
lems of solid mechanics in the interpretation of relaxation processes in pentagonal nanowires
and hybrid semiconductor nanostructures with radial and axial heterointerfaces is discussed.
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