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1. Введение. Модель градиентной теории упругости основана на предположении о
зависимости плотности энергии деформации не только от градиента деформации,
фактически первого градиента вектора перемещений, как в случае так называемых
простых материалов или материалов в смысле Коши, но и от следующих градиентов
деформаций [1–3]. В настоящее время этот подход получил распространение для мо-
делирования некоторых композиционных материалов с существенными различиями
в механических свойствах их компонент [4], а также для описания масштабных эф-
фектов на наноуровне [5, 6]. Нужно отметить, что используются не только модели Ту-
пина–Миндлина [7–10] или Айфантиса [6, 11], в которых предполагается зависимость
энергии деформации от первого и второго градиентов перемещений, но и более слож-
ные модели, учитывающие градиенты более высоких порядков [1, 12–15]. В частно-
сти, градиентная теория упругости третьего порядка допускает в уравнениях состоя-
ния градиенты перемещений до третьего порядка включительно. Миндлин [12] ис-
пользовал эту модель для описания поверхностных напряжений в твердых телах, см.
также [14, 15], где рассматриваются вопросы термоупругости и введено понятие груп-
пы симметрии.

Рассматривая уравнения равновесия градиентно-упругого материала, можно при-
влечь для анализа свойств их решений условие сильной эллиптичности, которое явля-
ется наиболее употребительным определяющим неравенством в нелинейной теории
упругости [16, 17]. В частности, для простых материалов установлена связь условия
сильной эллиптичности и устойчивости в малом. В случае градиентных моделей мате-
риала эта связь, вообще говоря, является более сложной, см. [18].

Целью данной работы является анализ связи условий сильной эллиптичности и
устойчивости в малом в рамках модели градиентно-упругого континуума третьего по-
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рядка при конечных деформациях. Отметим, что в дальнейшем будут использоваться
обозначения прямого (безиндексного) тензорного исчисления [16, 19].

2. Основные соотношения. Пусть  – ограниченное упругое тело, которое занимает
в отсчетной конфигурации объем  с достаточно гладкой поверхностью . В ка-
честве модели материала воспользуемся уравнениями градиентного упругого тела тре-
тьего порядка [12, 14, 15]. В рамках этой модели плотность потенциальной энергии де-
формации представляется как функция градиентов деформации

(2.1)

где  – градиент деформации,  – трехмерный набла-оператор в отсчетной конфигу-
рации,  и  – соответственно второй и третий градиенты деформации,  – радиус-
вектор места в актуальной конфигурации. С использованием принципа материальной
индифферентности [16, 19] функция  приводится к виду [15]

(2.2)

где  – мера деформации Коши–Грина,  – лагранжевы меры деформации, ко-
торые представляют собой соответственно тензоры третьего и четвертого рангов.

В отсутствие массовых сил уравнения равновесия в метрике отсчетной конфигура-
ции принимают вид

(2.3)

где  – тензор напряжений типа Пиолы, который дается формулами

(2.4)

В (2.4)  и  – тензоры напряжений и гипернапряжений типа Пиолы, причем два
последних являются тензорами третьего и четвертого ранга. Эти тензоры выражается
через плотность энергии деформации формулами

(2.5)

В дальнейшем для простоты выкладок вместо (2.2) будем рассматривать энергию
деформации в форме (2.1). Также ограничимся рассмотрением первой краевой задачи –
на границе  предполагаются заданными перемещения и нормальные производные

Уравнение (2.3) представляет собой систему трех скалярных уравнений в частных
производных шестого порядка относительно вектора места . Условие равномерной
сильной эллиптичности (SE) для этой системы может быть записано следующим об-
разом

(2.6)

где  и  – произвольные векторы,  – положительная постоянная, не зависящая от 
и , “:” – двойное скалярное произведение [19].

Отметим, что (2.6) не налагает требований на зависимость  от  и . Представим
зависимость (2.1) следующим образом
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Здесь и далее 0 – нулевой вектор или тензор произвольного ранга. Таким образом,
имеем . В дополнение примем естественное предположение, что

которое в силу (2.5) означает, что соответствующий тензор гипернапряжений обраща-
ется в нуль, если .

С функцией  поступим аналогично, представим в виде суммы

(2.7)

При этом также примем предположение об отсутствии гипернапряжений , если вто-
рой градиент деформации обращается в нуль:

Таким образом, приходим к представлению энергии деформации градиентно-упру-
гого материала третьего порядка в виде суммы

(2.8)

Уравнение состояния (2.7) можно рассматривать как градиентную регуляризацию
простого нелинейно-упругого материала с энергией деформации . Тогда, в свою
очередь, определяющие соотношения (2.8) представляют собой следующую градиент-
ную регуляризацию градиентно-упругого материала первого порядка с энергией де-
формации .

Другими словами, наряду с градиентно-упругим материалом третьего порядка мож-
но рассматривать два других материала – простой нелинейно упругий материал с
энергией деформации  и градиентно-упругий материал с уравнением состояния .
Для каждого из этих материалов можно сформулировать условия сильной эллиптич-
ности

(2.9)

(2.10)

где “ ” – тройное произведение [19],  и  – положительные постоянные.
Для краткости назовем неравенства (2.9) и (2.10) соответственно условиями силь-
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малом, если вторая вариация функционала полной энергии положительна для любых
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(3.1)

где , , .

Равенство  для каких-то векторов , не равных нулю, означает существова-
ние нетривиальных решений линеаризованной краевой задачи и соответствует би-
фуркации равновесия.

4. Устойчивость в малом аффинной деформации. Назовем деформацию аффинной,
если , а  и  обращаются в нуль. С учетом принятых предположений отно-
сительно формы  это означает, что для аффинной деформации гипернапряжения
отсутствуют: , .

Пусть решение  соответствует аффинной деформации. Тогда можно показать, что
функцию можно представить в виде

где , E – тензоры касательных модулей, которые даются формулами

Неравенства сильной эллиптичности (2.6), (2.9) и (2.10) сводятся к соотношениям
для , E

(4.1)

(4.2)

(4.3)
Используя подход [16, 18], можно показать, что выполнение всех условий эллип-
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из которых следует положительная определенность второй вариации функционала
энергии.

Таким образом, в отличие от нелинейной теории упругости простых материалов
[16, 17], одного условия сильной эллиптичности (2.6) недостаточно для устойчивости
в малом аффинной деформации. В совокупности неравенства (2.6), (2.9) и (2.10) пред-
ставляют собой достаточные условия устойчивости в малом в случае первой краевой
задачи.

Заключение. В рамках градиентной теории упругости третьего порядка при конеч-
ных деформациях показано, что сильная эллиптичность (2.6) вместе с неравенствами
сильной эллиптичности нулевого и первого порядков являются достаточными усло-
виями устойчивости аффинной деформации в случае первой краевой задачи. Можно
также показать, что устойчивость в малом влечет выполнение слабой формы неравен-
ства (2.6), т.е. при . Нарушение условий (2.9) и (2.10), вообще говоря, может при-
водить к неустойчивости в малом и будет более подробно рассмотрено в последующих
работах.
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