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точные напряженные состояния и формируемый натяг в сборке, в процессе горячей
посадки трубы на вал, изготовленные из материалов с упруговязкопластическими
свойствами. Расчеты проводятся разрешением соответствующей осесимметричной
задачи Гадолина, в которой детали сборки имеют одинаковую длину. Обращается
внимание на возможную сингулярность в задании краевых условий задачи и предла-
гается способ исключения влияния данной особенности на результаты расчетов.
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1. Введение. Основная сложность в разрешении краевых задач упругопластичного
деформирования с использованием теории течения в интенсивно деформируемых
пластических областях [1] связана с тем, что в таких областях задача ставится в скоро-
стях, а в области упругого деформирования – в перемещениях. С целью выполнения
условий непрерывности перемещений на упругопластических границах следует опре-
делить распределение перемещений в пластической области, что может оказаться со-
всем не простой задачей [2]. Если же ограничиться выполнением на границах обла-
стей пластического течения только условий непрерывности напряжений и скоростей,
то не исключается запись ошибочного решения [3].

Положение существенно упрощается, когда уравнение равновесия, записанное в
скоростях в области пластического течения, удается проинтегрировать. Однако обес-
печить это возможно только принятием существенных ограничений в задаваемой гео-
метрии деформируемых тел и задаваемых внешних нагрузок. Иногда данной интегри-
руемости способствует принятие в качестве пластических потенциалов классических
кусочно-линейных поверхностей нагружения [4, 5] в пространстве главных напряже-
ний. Преимущественно таким способом получили свое решение одномерные задачи
упругопластического и упруговязкопластического деформирования [6–15]. Среди по-
добных задач следует выделить такие, где изучается не только состояние упругопла-
стического тела, но и эволюция таких состояний в зависимости от меняющегося во
времени термомеханического воздействия, то есть упругопластические процессы [6,
11, 13–17]. Итогом завершения таких процессов после полной разгрузки и остывания
оказывается новое состояние продеформированного тела, отличное от первоначаль-
ного не только своей новой геометрией, но и присутствием в нем сформировавшегося
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распределения остаточных деформаций и напряжений. Именно итоговая геометрия и
итоговое распределение остаточных напряжений часто являются главной целью при
решении подобных задач. Это в полной мере относится к задачам, призванным обес-
печить математическое моделирование технологической операции сборки цилиндри-
ческих деталей способом горячей посадки [18–24, 27]. В отечественной литературе
[25–27] данную задачу теории температурных напряжений называют задачей Гадоли-
на. Итоговое напряженное состояние после полного остывания обеспечивает требуе-
мый натяг в сборке, необходимый для функционирования соединения.

Упругопластическое состояние элементов сборки возможно рассчитать аналитиче-
ски [18, 21, 27]; операцию горячей посадки представляют последовательностью подоб-
ных состояний при изменениях температуры [21–24, 27]. Производством тепла за счет
необратимого деформирования в таких задачах, как правило, пренебрегают, рассмат-
ривая их в рамках несвязанной теории температурных напряжений. Очевидно, что по-
следовательность состояния элементов сборки в течение технологической операции
удобнее рассматривать с помощью программно-технических средств, используя точ-
ное решение задачи о состоянии элементов сборки на каждом временном шаге расче-
тов. Данное решение возможно построить даже в случае зависимости предела текуче-
сти от температуры [21–24]. Когда вместе с пределом текучести зависимыми от темпе-
ратуры полагаются иные термомеханические постоянные (упругие модули, удельная
теплоемкость и др.), то решение сводится [24] к интегрированию на каждом времен-
ном шаге расчетов совокупности систем обыкновенных дифференциальных уравне-
ний для каждой из возможных областей обратимого и необратимого деформирования.
В этом состоит основное преимущество, предоставляемое использованием кусочно-
линейных условий пластического течения для решения одномерных краевых задач
теории температурных напряжений в условиях плоских деформированных [19, 21, 27]
или напряженных [20, 24] состояний.

В настоящей статье, сохраняя осевую симметрию, откажемся от одномерности за-
дачи. Будем считать торцы элементов сборки свободными, а на контактной поверхно-
сти полагаем возможным осевое относительное смещение в материалах сопрягаемых
деталей сборки.

2. Основные зависимости математической модели. Считаем, что допускаемые дефор-
мируемым материалом деформации являются малыми и для них

(2.1)

В (2.1) , ,  – полные деформации, упругие и пластические их составляющие,  –
вектор перемещений. Следствием законов сохранения импульса и энергии являются
дифференциальные зависимости

(2.2)

(2.3)

Следствие закона сохранения импульса (2.2) записано здесь в форме уравнений
равновесия, то есть силами инерции и массовыми силами в (2.2) пренебрегатся. В (2.2)

 тензор напряжений. В скалярном уравнении баланса внутренней энергией (2.3), кото-
рое является следствием закона сохранения энергии  – массовая плотность распре-
деления внутренней энергии,  – тензор скорости деформации Эйлера,  – время,  –
плотность,  – вектор потока тепла. В рассматриваемом случае следствием (2.3) и вто-
рого закона термодинамики оказываются соотношения
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(2.5)

Зависимость (2.4) называют формулой Мурнагана [4, 6], соотношение (2.5) – урав-
нением баланса энтропии [6, 28]. В нем  – плотность распределения энтропии,  –
температура,  – вектор потока энтропии. Консервативные и диссипативные состав-
ляющие процесса деформирования возможно разделить, если принять, что термоди-
намический потенциал (свободная энергия) является функцией только обратимых
(упругих) деформаций, то есть принять гипотезу, что . Именно в условиях
принятия такой гипотезы записаны соотношения (2.4) и (2.5), и именно функция

 задает консервативную составляющую процесса деформирования. Задание
диссипативной составляющей процесса деформирования связано с заданием пласти-
ческого потенциала, роль которого выполняет поверхность нагружения 
(  – предел текучести) в шестимерном пространстве напряжений.

В простейшем случае задания функции  в форме квадратичной функции
инвариантов тензора  (материал изотропен) из (2.4) следуют известные зависимости
закона Дюамеля–Неймана [28]

(2.6)

Здесь ,  – упругие постоянные Ламе,  – коэффициент линейного расширения,

 – температура свободного состояния тела (комнатная температура),  –

коэффициент всестороннего сжатия,  – единичный тензор второго ранга.
Если в уравнении баланса энтропии (2.5) принять условия изотропии термомеха-

нических свойств деформируемого тела и связать поток тепла с температурной зако-
ном Фурье, то в простейшем случае, возможно записать [6] уравнение теплопроводно-
сти в виде

(2.7)

В (2.7)  – удельная теплоемкость деформируемого материала,  – коэффициент
температуропроводности,  – коэффициент связанности,  задаваемые источни-
ки тепла в теле (  – радиус вектор места рассматриваемой точки тела). Если в (2.7)
пренебречь теплом, производимым за счет деформирования по сравнению с теплом,
поступающих от внешних источников, то будем иметь

(2.8)
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 – предел текучести материала, соответствующий местной температуре
. При принятии условий принципа максимума Мизеса [4, 5] функция 

оказывается пластическим потенциалом и следует ассоциированный закон пластиче-
ского течения

(2.9)

В качестве условия пластического течения (уравнения поверхности нагружения)
далее будем использовать условие максимальных октаэдрических напряжений (усло-
вие Мизеса [4])

(2.10)

В пространстве главных напряжений  уравнение (2.10) задает цилиндрическую
поверхность наклонного цилиндра Мизеса [5], осью которого является гидростатиче-
ская ось ;  – коэффициент вязкости в условиях вязкопластического те-
чения.

Зависимость предела текучести от температуры принимаем в форме

(2.11)

В (2.11)  – температура плавления материла. В ряде случаев для зависимости пре-
дела текучести от температуры принимается более простая линейная функция [18–21].

3. Сборка горячей посадкой. Деталями предстоящей сборки считаем сплошной ци-
линдр (вал) длинной 2  и радиуса  и полый цилиндр той же длины, ограниченный в
цилиндрической системе координат  поверхностями ,  .
Вал называем охватываемой деталью сборки, а полый цилиндр – охватывающей дета-
лью. Охватывающую деталь сборки нагреваем до некоторой назначаемой температуры

 и помещаем в нее охватываемую. Геометрические размеры  и  подбирают
так, чтобы детали сборки непосредственно за моментом посадки получили бы общую
граничную поверхность  (рис. 1).

Материалы элементов сборки могут быть одинаковыми, но могут и различаться.
Уравнение теплопроводности (2.8) запишем в цилиндрической системе координат,
учитывая осевую симметрию задачи

(3.1)
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Рис. 1
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Здесь  и  – коэффициент теплопроводности материалов сопрягаемых деталей
сборки. На свободных поверхностях сборки задается теплообмен с окружающей сре-
дой. На боковой поверхности  охватывающей детали имеем

(3.4)

В (3.4)  – коэффициент теплоотдачи от поверхности охватываемой детали сборки
в окружающую среду, находящуюся при комнатной температуре . Далее прини-
маем . Подобную теплоотдачу задаем и на торцевых плоскостях сборки

. Считаем при этом, что коэффициент теплоотдачи от материала охватываемой
детали также постоянен и равен 

(3.5)

Замыкаем задачу, вследствие ее симметрии, требованием

(3.6)

Областью расчетов, следовательно, является (рис. 1) верхняя половина сборки. До-
полнительных трудностей такие расчеты не содержат, разработаны и апробированы
соответствующие алгоритмы, имеются пользовательские программы расчетов. Не
останавливаясь здесь на этом считаем, что распределение температуры в материалах
сборки известно (рассчитано) в каждый момент времени после посадки, вплоть до
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полного остывания, когда температура выровняется и сравняется с комнатной темпе-
ратурой.

4. Температурные напряжения. В рассматриваемом случае осевой симметрии неза-
висимыми переменными задачи остаются пространственные координаты ,  и время .
Искомыми зависимыми переменными являются компоненты вектора перемещений

,  и тензора напряжений , ,
. Для полных деформаций (2.1) имеем

(4.1)

Уравнения равновесия, следующие из (2.1), в рассматриваемом случае цилиндриче-
ских координат запишутся в форме

(4.2)

Здесь, также как и ранее,  для охватываемой детали сборки,  для охваты-
вающей детали. Напряжения вычисляется через распределения деформации и темпе-
ратуры зависимостями закона Дюамеля–Неймана (2.6). В цилиндрической системе
координат они принимают вид

(4.3)

Первоначально с развитием процесса деформирования пластические деформации в
материалах сборки отсутствуют и в (3.3) компоненты тензора пластических деформа-
ций следует положить равными нулю. Они развиваются только при достижении на-
пряжениями поверхности нагружения (2.10), то есть при выполнении условия

(4.4)

Соотношение (4.4) служит начальным условием для дальнейшего роста пластиче-
ских деформаций в развивающейся области пластического течения. В данной области
вязкопластического течения из (2.10) следуют зависимости, задающие скорости пла-

стических деформаций .

(4.5)

Если считать, что в некоторый текущий момент времени пластические деформации

достигли уровня , ,  и , то для их расчета на последующем временном
шаге можно использовать зависимости, следующие из ассоциированного закона пла-
стического течения
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(4.6)

В (4.6)  – шаг по времени, .
Следует иметь в виду, что при повторном (обратным) пластическом течении [6, 21,

23, 27], которое с неизбежностью возникает в случае значительного первоначального
нагрева охватываемой детали сборки, пластические деформации правой части (4.6)
обязаны включать в себя необратимые деформации, накопленные при активном пла-
стическом течении. Для этой цели алгоритмически следует предусмотреть формиро-
вание массива накапливаемых необратимых деформаций [21], его хранение и исполь-
зование в продолжающихся дальнейших расчетах. При расчетах повторных вязкопла-
стических течений в условиях остывания сборки согласно (4.6) это совершенно
необходимо.

Когда в расчетах изменяющихся напряженных состояний используются кусочно-
линейные условия пластического течения, то повторное пластическое течение при
остывании сборки соответствует, как правило, грани поверхности текучести, проти-
воположной той грани, в условиях которой протекало пластическое течение при ак-
тивном процессе термодеформирования. Отметим в этой связи публикацию [15], где
при использовании условия пластичности максимальных касательных напряжений
Треска–Сен-Венана показано, что в условиях ускоренного и после замедленного вра-
щения упругопластического цилиндра возникают области течения, соответствующие
всем граням и ребрам наклонной призмы Треска: трем граням и трем ребрам при
ускоренном вращении и тем оставшимся граням и трем оставшимся ребрам при за-
медлении вращения. Использование кусочно-линейных пластических потенциалов
приводит к разделению области пластического течения на части, в которых течение
подчинено разным граням и ребрам поверхности текучести [17, 21–24, 27]. В рассмат-
риваемом случае гладкой поверхности нагружения (боковая поверхность наклонного
цилиндра Мизесса [4]) положение значительно упрощается, но все же формированию
массива данных о накапливаемых пластических деформациях в условиях активного
пластического течения должное внимание следует уделить. Сведения о повторных
пластических течениях, которые могут возникнуть в остывающей сборке, можно полу-
чить из [23], где подобная по постановке задача решается с использованием кусочно-
линейного условия пластического течения максимальных приведенных напряжений
(условия Ишлинского–Ивлева) [5]. В областях обратимого (упругого) деформирования
при разгрузке компоненты пластических деформаций в (4.3) в рассматриваемом случае
остаются постоянными.

Обратимся к постановке граничных условий механической части задачи. На внеш-
них поверхностях формирующейся сборки имеем однородные краевые условия

(4.7)

На контактной поверхности  полагаем непрерывными радиальные компонен-
ты вектора перемещений и тензора напряжений

(4.8)
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Возможность проскальзывания материалов элементов сборки на их общей поверх-
ности  и возникающее при этом трение зададим зависимостями

(4.9)

при 

(4.10)

при 

В (4.9) и (4.10) ,  и  – задаваемые параметры трения. Первый из
них  – параметр Прандтля, второй  – параметр (коэффициент) сухого тре-
ния скольжения и  – коэффициент вязкого трения. Зависимость их от простран-
ственной координаты  и времени  определяется зависимостью их от местной темпе-
ратуры .

(4.11)

Здесь , ,  – значения параметров при комнатной температуре,  – безразмер-
ная температура плавления, наименьшее для материалов сопрягаемых деталей.

На линиях  и  присутствует сингулярность в граничных условиях. Это с
необходимостью приведет к соответствующим следствиям в расчетах. С целью избе-
жать данных особенностей воспользуемся искусственным отходом от этих линий,
предполагая, что в окрестностях их  и  зависимости (4.11)
дополняются соответственно сомножителями

(4.12)

; ; (4.13)

Зависимости (4.13) сохраняют симметрию сборки относительно плоскости .
Таким способом в качестве расчетной области имеем возможность принять половину

 сборки. На плоскости симметрии  потребуем

(4.14)

Также следует иметь ввиду, что на оси симметрии  выполняются условия

(4.15)

5. Результаты расчетов. Приближенные численные расчеты проводились следуя ко-
нечно-разностному аналогу записанных выше дифференциальных уравнений. Об-
ласть расчетов ( ; ) разбивалась сеткой, составленной из четырех-
угольных элементов. Искомые величины аппроксимировались в узлах сетки конеч-
ными разностями. В тех узлах, которые примыкают к границам элементов сборки,
или к поверхности их соединения, или к продвигающимся поверхностям упруговяз-
копластических границ, для разностных представлений искомых значений зависимых
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Таблица 1

, МПа , МПа , МПа α × 106 a × 10–6, 
м2/с

, 
Вт/(мК) , °C , 

Вт/(мК)

сталь 360 97.06 82.68 11.1 17.35 67.78 1400 7.5
латунь 290 58.26 38.84 19.1 35.68 113 937 7.5
дюраль 255 41.53 27.70 22.9 50 188 660 10.0

0k λ μ χ
pT β
неизвестных последовательно использовались приведенные ранее граничные условия
и условия непрерывности радиальных компонент перемещений и напряжений на
упругопластических границах. После разрешения полученной таким способом систе-
мы алгебраических уравнений, производился последующий шаг по времени. На каж-
дом таком временном шаге отслеживалось возможное возникновение области вязко-
пластического течения, последующее продвижение границы данной области, вклю-
чая смену направления движения такой упруговязкопластической границы и
исчезновение области пластического течения. В условиях остывания сборки при об-
ратимом деформировании ее деталей отслеживался момент возможного возникнове-
ния повторного (обратного) пластического течения [23, 27]. Накопленные в активном
процессе пластические деформации учитывались при расчетах повторных течений за
счет внесения их в последние слагаемые правых частей равенств (4.8). В этом случае
они не меняются со временем, но разные в каждой точке деформируемых деталей
сборки.

При проведении расчетов будем считать, что упругие модули (коэффициенты Ла-
ме) материалов частей сборки  и , коэффициенты их теплопроводности  в за-
коне теплопроводности Фурье, коэффициенты  теплоотдачи в окружающую среду
являются постоянными, не зависящими от температуры. Заметим, что такое предпо-
ложение делается только для упрощения расчетов. Его можно обосновать тем, что до
настоящего времени не существует надежных экспериментальных данных о таких за-
висимостях. В таблице 1 приведены принимаемые значения постоянных для некото-
рых материалов, процессы соединения элементов сборки из которых иллюстрируются
далее графически.

Анализ результатов численных расчетов начинаем с представления графических за-
висимостей о распределении остаточных напряжений в сборке после ее остывания до
комнатной температуры. Так на рис. 2 указано такое распределение для сборки из двух
стальных деталей, термомеханические параметры которых одинаковы (таблица 1) и

охватывающая деталь ( ) сборки до момента посадки нагревалась до темпе-
ратуры 600°С.

Совершенно необходимо заметить, что значение параметра  ( ), задаю-
щего момент проскальзывания материалов на поверхности контакта , мало ска-
зывается на уровень и распределение как итоговых остаточных напряжений, так и те-
кущих напряжений в процессе посадки. Проскальзывание наступает непосредственно
за моментом посадки из-за значительной разности температур сопрягаемых деталей
сборки и, как следствие, быстрого роста контактных напряжений. Вследствие малых
скоростей проскальзывание совершенно незначительным оказывается влияние вяз-
кого трения, то есть значений коэффициента . В то же время уровень температурных
напряжений удивительно чувствителен к изменениям в значениях коэффициента су-
хого трения скольжения Кулона . Для сравнения приведем распределения остаточ-
ных напряжений, изменив  со значения  (рис. 2) до значения  (рис. 3).
Итоговый натяг в сборке увеличивается при этом почти вдвое (сравни рис. 3 и рис. 2).

λm μm χm
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Рис. 2. Распределение остаточных напряжений в сборке (  = 600°C, , , ,

) после ее остывания.
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Рис. 3. Остаточные напряжения при .
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Изменения в геометрии сопрягаемых деталей и их материалах иллюстрируют гра-
фические зависимости на рис. 4 и 5. На первом из них (рис. 4) охватывающая деталь
сборки считается существенно более тонкой в сравнении с охватываемой, на втором
(рис. 5) – наоборот. Начальное значение коэффициента трения скольжения в таких
расчетах принималось одинаковым ( ). В первом случае на массивный сталь-
ной вал насаживалась труба, изготовленная из латуни (таблица 1,  = 600°С); во вто-
ром охватываемый вал из дюралюминия сжимался массивной стальной трубой (таб-
лица 1,  = 600°С).

На плоскости  напряжение , а на поверхности  .
Следовательно, на линии  и  имеется разрыв в граничных условиях. С це-
лью избавления от подобной сингулярности в краевых условиях (4.9) и (4.10), задаю-
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Рис. 4. Распределение остаточных напряжений в сборке: сталь-латунь , .
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Рис. 5. Распределение остаточных напряжений в сборке: дюралюминий – сталь , .
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щих трение на поверхности контакта , в  – окрестностях торцов  пара-
метры трения уточнялись с помощью зависимостей (4.12) и (4.13). Таким способом
значения  оказывалось еще одним задаваемым параметром в расчетах. При построе-
нии графических зависимостей рис. 2–5 этот параметр полагался одинаковым и рав-
ным  ( ). Если термомеханические и геометрические параметры оставить
теми же, что и при получении зависимостей рис. 2, то натяг в сборке и иные остаточ-
ные контактные напряжения по оси  распределены согласно графическим зависимо-
стям рис. 6.
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Рис. 6. Остаточные напряжения на поверхности  в зависимости от координаты  (торцевой эффект)

(  = 600°C, , , , ) и .
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Следуя рис. 6, контактные напряжения в сборке практически не меняются с изме-
нением координаты . Только имеет место ярко выраженный торцевой эффект паде-
ния натяга и абсолютных значений иных контактных напряжений. Такое падение в
значениях напряжений  и  до нуля при  диктуется граничными условия-
ми, при этом натяг  и  сохраняется не нулевым, но при
уменьшенных по абсолютной величине значениях (рис. 6). В настоящее время доста-
точно устойчиво сформировалось противоположное заключение о торцевом эффекте,
состоящее в том, что в условиях горячей посадки или иной посадки с натягом наобо-
рот на торцах формируется максимальный натяг в сравнении с натягом во внутренних
точках поверхности сопряжения . Тревожит, что последний вывод иногда без со-
мнений воспринимается технологической практикой [30–34]. Подкрепляется такой
вывод многочисленными расчетами преимущественно с помощью метода конечных
элементов [30, 31, 33] или посредством пакетов пользовательских программ [32, 34].
Ошибочность результатов подобных расчетов связана именно с игнорированием син-
гулярности в задании граничных условий на линии  и . Действительно, если
в расчетах уровня и распределения остаточных напряжений, представленных графи-
ческими зависимостями рис. 2 и рис. 6, положить , то вместо зависимостей рис. 6
будем иметь рис. 7.

Торцевой эффект в таком случае (  на рис. 7) противоположен показанному на
рис. 2. При приближении к торцу  напряжения  и  увеличиваются по абсо-
лютной величине, что отмечалось в [30–34]. Графические зависимости рис. 7 каче-
ственно совпадают с аналогичными зависимостями, представленными в [32, 33].
В [30, 31, 34] отмечен подобный эффект возрастания температурных напряжений в
местах сингулярностей в задании граничных условий, объяснить который иначе чем
некорректным использованием таких особенностей в задании краевых условий невоз-
можно.

При проведении расчетов предпринимались попытки еще более уменьшить , счи-
тая, например, . В этом случае наблюдали при приближении  к значению

 рост напряжений по абсолютной величине и их последующее уменьшение. Из-
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Рис. 7. Остаточные напряжения на поверхности  в зависимости от координаты  (торцевой эффект)
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мельчением сетки не удается избавиться от такого немонотонного изменения в натяге
в приторцевой области. Настолько определяющим оказывается влияние сингулярно-
сти в граничных условиях на линии  и .

Ранее [21–23, 27] для расчетов итогового натяга и распределения остаточных на-
пряжений в сборке нами предлагалось использовать численно-аналитические реше-
ния соответствующей задачи Гадолина о горячей посадке. В рассматриваемом случае
упругопластических свойств материалов сопрягаемых деталей сборки при использо-
вании кусочно-линейных пластических потенциалов (условий пластического течения
Треска–Сен-Венана или Ишлинского–Ивлева), когда только и возможны отмечен-
ные численно-аналитические решения, получили в качестве результатов расчетов
следствия: натяг в сборке в местах удаленных от торцевой меньше рассчитываемых
значений, полученных здесь, при использовании условия пластичности максималь-
ных касательных напряжений и больше при использовании условия максимальных
приведенных напряжений. Это вполне согласуется с выводами, полученными в [8],
где температурные напряжения в трубе, полученные при условии пластического тече-
ния максимальных октаэдрических напряжений (Мизеса), оказались полусуммой на-
пряжений, рассчитанных при использовании кусочно-линейных условий пластиче-
ского течения. Данное обстоятельство находит свое подтверждение и в рассматривае-
мом случае. Следовательно, построенные [22, 27], по-существу, аналитические
решения задач посадки цилиндрических деталей вполне могут использоваться в рас-
четах технологических задач о посадке с натягом, включая операцию горячей посадки.

Заключение. Здесь не учитывалось упрочнение в материалах сопрягаемых деталей
сборки; для его учета не имеется труднопреодолимых препятствий алгоритмического
и вычислительного свойства. Предполагалось дать ответ в использовании для модели-
рования технологической операции горячей посадки существенно упрощенных рас-
четов решением одномерных задач, предполагающих плоские и обобщенно плоские
деформированные состояния. Решения, получены в таких условиях, являются наибо-
лее простыми, численно-аналитическими, но позволяют прогнозировать натяг в
сборке в случае неизменно возникающих областей необратимого деформирования
материалов элементов сборки. Численно-аналитические расчеты в таком случае сво-

=r R =z h
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бодны от сингулярностей в задаваемых граничных условиях. Оказалось, что неверный
учет подобных особенностей в задании граничных условий может приводить не толь-
ко к количественным, но и к качественным ошибкам в расчетах. Используемый здесь
прием выделения областей, примыкающих к местам разрывов в поставленных гра-
ничных условиях, является безусловно искусственным. Таким способом здесь проде-
монстрирована необходимость внимательного отношения к существованию отмечае-
мых сингулярностей в постановках краевых задач при их численных решениях, вклю-
чая популярные метод конечных элементов и предлагаемые многочисленные пакеты
программ.

Для исключения сингулярностей в постановках граничных условий возможно вос-
пользоваться приспособленным для этой цели методом граничных состояний
В.Б. Пенькова [35]. Совершенно необходимо отметить метод расчетов на основе быст-
рых разложений, предложенный А.Д. Чернышовым [36, 37], свободный от влияния
сингулярностей подобного свойства на процесс расчетов и их результаты.

Работа выполнена в рамках государственно задания Хабаровского Федерального
научного центра Дальневосточного отделения Российской академии наук № 075-00742-
22-00, с использованием ресурсов ЦКПН “Центр обработки и хранения научных дан-
ных ДВО РАН”, финансируемых Российской Федерацией в лице Министерства науки
и высшего образования Российской Федерации по проекту № 075-15-2021-663.
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To the Calculations of Technological Operation of the Assembly
of Cylindrical Parts by Heat Shrinkage
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Changes in thermal stresses are calculated, including the final residual stress states and the
formed preload in the assembly, during hot fitting of a pipe on a shaft made of materials with
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elastoviscoplastic properties. The calculations are carried out by solving the corresponding
axisymmetric Gadolin problem, in which the assembly parts have the same length. Attention
is drawn to a possible singularity in setting the boundary conditions of the problem and a
method is proposed to eliminate the influence of this feature on the calculation results.

Keywords: elasticity, viscoplasticity, thermal stresses, Gadolin problem, shrink fit, interfer-
ence assembly

REFERENCES

1. Galin L.A. Elastoplastic Problems. Moscow: Nauka, 1984. (in Russian)
2. Ivlev D.D. On the determination of displacements in elastoplasticity problems of the theory of ideal

plasticity // in: Usp. Mekh. Deform. Sred, 100-Let. Dnya Rozhden. Akademika B.G. Galerkina,
Moscow: 1975, pp. 236–240. (in Russian)

3. Ivlev D.D. From the history of discussions in mechanics. Three discussions // in: Theoret.&Appl.
Mech., No. 27. Minsk: BNTU, 2012. pp. 5–10. (in Russian)

4. Bykovtsev G.I., Ivlev D.D. Theory of Plasticity. Vladivostok: Dal’nauka, 1998. (in Russian)
5. Ivlev D.D., Ishlinsky A.Yu. Mathematical Theory of Plasticity. Moscow: Fizmatlit, 2001. 704 p. (in

Russian)
6. Burenin A.A., Kovtanyuk L.V. Large Irreversible Deformations and Elastic Aftereffect. Vladivostok:

Dalnauka, 2013. 312 p. (in Russian)
7. Alexandrov S.E. Elastic/Plastic Disc under Plane Stress Conditions. N.Y.; L.: Springer, 2015. 113 p.
8. Dats E.P., Murashkin E.V., Tkacheva A.V., Shcherbatyuk G.A. Thermal stresses in an elastoplastic

tube depending on the choice of yield conditions // Mech. Solids, 2018, vol. 53, no. 1, pp. 23–32.
9. Aleksandrov S.E., Lomakin E.V., Dzeng I.R. Solution of the thermoelastoplastic problem for a thin

disk of plastically compressible material subjected to thermal loading // Dokl. Phys., 2012, vol. 57,
pp. 136–139.

10. Firsov S.V., Prokudin A.N., Burenin A.A. Creep and plastic f low in a rotating cylinder with a rigid
inclusion // J. Appl. Ind. Math., 2019, vol. 13, pp. 642–652.

11. Begun A.S., Burenin A.A., Kovtanyuk L.V., Lemza A.O. On the mechanism of production of large ir-
reversible strains in materials with elastic, viscous and plastic properties // Arch. Appl. Mech.,
2020, vol. 90, pp. 829–845.

12. Sevastyanov G.M., Burenin A.A. Finite strain upon elastic–plastic torsion of an incompressible cir-
cular cylinder // Dokl. Phys., 2018, vol. 63, pp. 393–395.

13. Eraslan A.N., Akis T. On the plane strain and plane stress solutions of functionally graded rotating
solid shaft and solid disk problems // Acta Mech., 2006, vol. 181, pp. 43–63.

14. Antoni N. Contact separation and failure analysis of a rotating thermoelasticplastic shink-fik assem-
bly // Appl. Math. Model., 2013, vol. 37, pp. 2352–2363.

15. Prokudin A.N. Exact elastoplastic analysis of a rotating cylinder with a rigid inclusion under me-
chanical loading and unloading // ZAMM. J. Appl. Math.&Mech., 2020, vol. 100, no. 3,
pp. e201900213.

16. Begun A.S., Burenin A.A., Kovtanyuk L.V., Prokudin A.N. Irreversible deformation of a rotating disk
having angular acceleration // Acta Mech., 2021, vol. 232, no. 5, pp. 1917–1931.

17. Prokudin A.N., Burenin A.A. Elastoplastic analysis of a rotating solid shaft made of linear hardening
material // Mech. Solids, 2021, vol. 56, pp. 1243–1258.

18. Mack W. Thermal assembly of an elastic-plastic hub and a solid shaft // Arch. Appl. Mech., 1993,
vol. 63, pp. 42–50.

19. Bengeri M., Mack W. The inf luence of the temperature dependence of the yield stress on the stress
distribution in a thermally assembled elastic-plastic shrink fit // Acta Mech., 1994, vol. 103,
pp. 243–257.

20. Kovacs А. Residual Stresses in thermally loaded shrink fits // Periodica Polytechn.: Ser. Mech.
Eng., 1996, vol. 40, no. 2, pp. 103–112.

21. Burenin A.A., Tkacheva A.V., Shcherbatyuk G.A. Calculation of the unsteady thermal stresses in
elastoplastic solids // J. Appl. Mech. Techn. Phys., 2018, vol. 59, no. 7, pp. 1197–1210.

22. Burenin A.A., Tkacheva A.V. Assembly of a two-layered metal pipe by using shrink fit // Mech.
Solids, 2019, vol. 54, no. 4, pp. 559–569.



611К РАСЧЕТАМ ТЕХНОЛОГИЧЕСКОЙ ОПЕРАЦИИ СБОРКИ 
23. Burenin A.A., Matveenko V.P., Tkacheva A.V. Temperature voltages when assembling the two-layer
shaft with the hot charging method // Uch. Zap. KnAGTU, 2018, no. 3(35), pp. 31–41. (in Rus-
sian)

24. Burenin A.A., Kaing V., Tkacheva A.V. To the calculation of plane stressed states of the theory of un-
steady temperature stresses in elastoplastic bodies // Far Eastern Math. J., 2018, vol. 18, no. 2,
pp. 131–146.

25. Gadolin A.V. The theory of guns fastened with hoops // Artill. J., 1861, no. 12, pp. 1033–1071. (in
Russian)

26. Bukhalov V.I., Popov A.L., Chelyubeev D.A. Gadolin’s theory in elastoplastic formulation // Mech.
Solids, 2019, vol. 54, pp. 356–363.

27. Burenin A.A., Tkacheva A.V. Evolution of temperature stresses in the Gadolin problem of assem-
bling a two-layer elastic-plastic pipe // Vestn. PNRPU. Ser. Mech., 2020, no. 3, pp. 20–31. (in Rus-
sian)

28. Haase R. Thermodynamics of Irreversible Processes N.Y.: Dover Publ., 1990. ix+513 p.
29. Boley Br., Weiner J. Theory of Temperature Stresses. N.Y.; L.: Wiley, 1960.
30. Gaul L., Schmidt A. Finite element simulation and experiments on rotor damping assembled disc

shrink fits // Mech. Syst.&Signal Proc., 2019, vol. 127, pp. 412–422.
31. Erena D., Vazquez J., Navarro C., Talemi R. Numerical study on the inf luence of artificial internal

stress relief groove on fretting fatigue in a shrink-fitted assembly // Tribol. Int., 2020, vol. 151,
pp. 10.

32. Buczkowski R., Kleiber M. A study of the surface roughness in elasto-plastic shrink fitted joint //
Tpibol. Int., 2016, vol. 98, pp. 125–132.

33. Őzel A., Temiz S., Aydin M.D., Sen S. Stress analysis of shrink-fitted joints for various fit formas via
finite element // Mater.&Design, 2005, vol. 26, pp. 281–289.

34. Potyanikhin D.A., Dubenko E.M. Calculation of the stress-strain state of a rivet joint obtained using
nitrogen cooling of a rivet // Vestn. ChGPU. Ser. Mech. of the Limiting State, 2018, no. 3(37),
pp. 134–144. (in Russian)

35. Penkov V.B., Polikarpov M.V. Concentrated force impacts in the method of boundary states //
Vestn. ChGPU. Ser. Mech. of the Limiting State, 2020, no. 1(43), pp. 34–44. (in Russian)

36. Chernyshov A.D. Method of fast expansions for solving nonlinear differential equations // Comput.
Math.&Math. Phys., 2014, vol. 54, pp. 11–21.

37. Goryainov V.V., Popov M.I., Chernyshov A.D. Solving the stress problem in a sharp wedge-whapped
cutting tool using the quick decomposition method and the problem of matching boundary condi-
tions // Mech. Solids, 2019, vol. 54, no. 7, pp. 1083–1097.


	СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
	REFERENCES


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


