
ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА 2022, том 86, № 4, с. 451–469

УДК 539.3
ЗАДАЧИ ЛЭМБА И РОДСТВЕННЫЕ ПРОБЛЕМЫ ДИНАМИКИ. ОБЗОР

© 2022 г.   В. А. Братов1,2,3, С. В. Кузнецов4,*, Н. Ф. Морозов1,2

1 Институт проблем машиноведения РАН, С. Петербург, Россия
2 СПб Государственный университет, С. Петербург, Россия

3 СПб Политехнический университет Петра Великого, С. Петербург, Россия
4 Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, Москва, Россия

*e-mail: kuzn-sergey@yandex.ru

Поступила в редакцию 29.03.2022 г.
После доработки 05.05.2022 г.

Принята к публикации 15.05.2022 г.

Анализируется решение внутренней и внешней задач Лэмба от сосредоточенного
силового воздействия, приложенного к свободной границе упругого полупростран-
ства (полуплоскости). Рассматриваются так же некоторые родственные задачи, в
частности о приложении дуплетов и диполей в упругом полупространстве, о появле-
нии высокочастотных волн, отвечающих волне Рэлея, при распространении волн
Похгаммера–Кри и др. Анализируются решения задач о движущейся нагрузке, при-
ложенной к границе полупространства или полуплоскости.
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1. Задачи Лэмба. Интегральные преобразования. Лэмб [1] рассмотрел две внешних
задачи о распространении волн в изотропном упругом полупространстве и изотроп-
ной упругой полуплоскости от сосредоточенного силового воздействия, приложенно-
го нормально к свободной границе. В этой работе были рассмотрены также две внут-
ренние задачи о волнах в упругом полупространстве и полуплоскости, вызванные
центром расширения, находящимся на некоторой глубине под поверхностью. Реше-
ние этих задач было сведено [1] к интегральным уравнениям относительно скалярного
и векторного потенциалов. Внутренняя и внешняя задачи были обобщены [2] на слу-
чай сосредоточенных нагрузок, движущихся с постоянной скоростью.

Надо отметить, что в случае произвольных по времени нагрузок [1, 2] замкнутое ре-
шение удалось построить лишь в пространстве изображений (по Фурье для простран-
ственных переменных и по Лапласу для временной переменной). С помощью асимп-
тотических оценок было показано [1], что в случае внешних плоской и простран-
ственной задач основной вклад в поле смещений на свободной поверхности вносят
рэлеевские волны. Помимо этого, было получено аналитическое решение [1] для
плоской внешней задачи в случае нормальной нагрузки, изменяющейся во времени в
виде ядра Пуассона.

Кроме того, показано, что в случае гармонического источника магнитуды рэлеев-
ских волн на свободной поверхности на достаточном удалении от эпицентра в случае
плоской задачи не зависят от , а в случае пространственной задачи убывают про-

порционально , где  – расстояние от эпицентра, а  – волновое число. Далее,
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в той же работе с помощью асимптотических оценок было найдено, что наряду с вол-
нами Рэлея точечный источник вызывает появление объемных продольных (P) и по-
перечных (S) волн. Магнитуды этих волн в случае гармонического источника на до-
статочном удалении от него в случае плоской задачи убывают на поверхности пропор-

ционально , а в случае пространственной задачи – пропорционально .
Заметим, что при распространении объемных волн, порожденных точечным гармони-
ческим источником в безграничной среде, убывание их магнитуд происходит медлен-

нее. Например, в случае плоской задачи магнитуда убывает как , а в случае про-

странственной задачи, как  [3]. Таким образом, в [1] впервые было дано теорети-
ческое обоснование утверждения Рэлея [4] о том, что поверхностные (рэлеевские)
волны убывают медленнее объемных волн с увеличением расстояния от источника.

Для построения решений, уравнения движения Навье в [1, 2] записывались в форме
Ламе–Клапейрона ([5], Sect. 59)

(1.1)

где  и  – константы Ламе,  – поле перемещений,  – поле массовых сил,  – плот-
ность среды, использовалось представление Гельмгольца ([5], Sect. 67) для поля мас-
совых сил

(1.2)

где  и  – скалярный и векторный потенциалы и представление Ламе–Грина ([5],
Sect. 67) для динамического поля перемещений

(1.3)

где  – скалярный, а  – векторный потенциалы. Представление (1.3) аналогично
представлению Папковича–Нейбера для поля перемещений при решении уравнений
статики. В качестве начальных условий в [1, 2] рассматривались однородные условия
вида

(1.4)

На внешней поверхности  полупространства или полуплоскости задавались усло-
вия второй краевой задачи (в напряжениях)

(1.5)

где  – вектор единичной внешней нормали к границе;  – единичная диагональная
матрица,  – тензор (малых) деформаций;  – нагрузка на свободной поверхности.
В случае внутренней задачи Лэмба .

Подстановка представлений (1.2), (1.3) в уравнения движения и применение преоб-
разования Лапласа по временной переменной (или предположение о гармоническом
изменении во времени нагрузки) позволили свести уравнения движения к неоднород-
ным уравнениям Гельмгольца для скалярного и векторного потенциалов

(1.6)

Штрихи у потенциалов в (1.4) означают освобождение от гармонического множителя .
При получении уравнений (1.6) использовались три легко проверяемых тождества
([5], Sect. 5)

(1.7)
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Далее, для построения решения пространственного уравнения Гельмгольца в [1, 2]
использовалось фундаментальное решение

(1.8)

Аналогичный вид имеет фундаментальное решение  векторного уравнения Гельм-
гольца с заменой r1 на r2 и c1 на c2, где  и c2 – скорости продольной и поперечной объ-
емных волн соответственно

(1.9)

В плоском случае фундаментальное решение скалярного уравнения Гельмгольца
представимо в виде

(1.10)

где  – функция Ганкеля первого рода нулевого порядка. Аналогичный вид имеет
фундаментальное решение  для векторного уравнения. При решении задачи с на-
грузкой, произвольно зависящей от времени, круговая частота  в выражениях (1.8),
(1.10) заменяется на параметр преобразования Лапласа. Далее, осуществлялось [1, 2]
сужение потенциалов с ядром (1.8) или (1.10) на граничную поверхность. Надо отме-
тить, что полученные интегральные представления оказались весьма сложными: в за-
мкнутом виде решение удалось получить лишь для гармонической нагрузки. В случае
произвольной зависимости от времени замкнутое решение было получено в про-
странстве изображений, точнее, решение на поверхности было представлено в виде
несобственного интеграла от алгебраической функции.

В дальнейшем представление Гельмгольца (1.1) и потенциалы Ламе–Грина (1.3) ис-
пользовались в большинстве подходов, связанных с решением внутренней и внешней
задач Лэмба, однако техника вычисления сингулярных интегралов, появляющихся
при сужении потенциалов на граничную поверхность, менялась. С помощью метода
наискорейшего спуска Дебая были получены [6, 7] асимптотические оценки для ком-
понент перемещений на границе для некоторых внутренних и внешних задач, обоб-
щающих задачу Лэмба, например, рассматривалась нагрузка [6] под произвольным уг-
лом к поверхности. Исследовалась [7] плоская внутренняя задача о действии сосредо-
точенной силы в упругой полуплоскости. В этой работе на основании расчетов,
выполненных по асимптотическим формулам, было найдено, что рэлеевские волны
не образуются вблизи от эпицентра, на расстояниях , удовлетворяющих условию

(1.11)

где  – скорость волны Рэлея, а  – глубина источника. При получении оценки (1.11)
сделано упрощающее предположение о том, что две объемных волн и рэлеевская вол-
на распространяются независимо друг от друга. На самом же деле рэлеевская волна
формируется из двух объемных волн, начиная с момента прихода медленной объем-
ной волны, см. ([3], p. 66). Не совсем понятное отсутствие рэлеевских волн в эпицен-
тральной зоне, удовлетворяющей оценке (1.11), объяснялось [7] интерференцией с
объемными волнами, полностью поглощающими рэлеевскую волну. В случае плоской
внешней задачи Лэмба получены [8] асимптотические оценки, аналогичные [6, 7].

Для вычисления сингулярных интегралов, связанных с обращением преобразова-
ния Лапласа в задачах Лэмба, предложен [9, 10] особый путь интегрирования, связан-
ный с деформацией контура интегрирования. Вместо деформации контура интегри-
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рования предложено [11, 12] использовать многократное изменение порядка интегри-
рования, при этом использовался подход, развитый ранее [13, 14] и основанный на
функционально-инвариантных решениях. Заметим, что с помощью функционально-
инвариантных решений поле перемещений в среде удалось представить в виде одно-
кратного интеграла от алгебраической функции по некоторому контуру в комплекс-
ной плоскости. Предложенный метод вычисления интегралов [11, 12] позднее был
применен для анализа поля перемещений в цилиндрических координатах в случае
осевой симметрии [15]. Для нагрузки в виде временной функции Хэвисайда, действу-
ющей на поверхности [16] и внутри [17, 18] полупространства, получено замкнутое вы-
ражение для вертикальной компоненты перемещений и выражение, содержащее эл-
липтические интегралы, для горизонтальной компоненты. Результаты работ [16–18]
обобщены [19] на другие виды нагрузок. Для “плоской” задачи Лэмба выбор пути в
методе Каньяра был упрощен [20, 21], кроме того, объяснен кажущийся парадокс [21],
связанный с особой дисперсией волн Рэлея. Надо отметить, что обнаруженная дис-
персия рэлеевских волн [21] – весьма своеобразная: она обнаруживается только при
изменении знака круговой частоты и, таким образом, проявляется лишь при обраще-
нии двусторонних интегральных преобразований, в которых параметры преобразова-
ния меняют знак. В работах [22–24] на основе асимптотических разложений получе-
ны численные значения напряжений и перемещений вблизи от источника. Дальние
асимптотики поля перемещений для внешней пространственной задачи Лэмба в слу-
чае гармонической нагрузки, совпадающие с решением Рэлея, приведены в рабо-
тах [25, 26].

С помощью фундаментального решения Стокса [27] (см. также ([5], Sect. 68)) в [28–30]
внешняя задача Лэмба о гармонической нагрузке сведена к интегральным уравнениям
Фредгольма второго рода относительно неизвестных перемещений на границе.

Приведены ([31], Гл. 1) и ([32], Sect. 6.1) результаты аналитического исследования
поляризации гармонических поверхностных волн (с плоским фронтом), распростра-
няющихся по границе упругого полупространства. На основании этих исследований
оказалось, что для материала, удовлетворяющего условию Пуассона  вертикаль-
ная компонента на свободной поверхности приблизительно в полтора раза больше го-
ризонтальной компоненты перемещений. Аналогичное соотношение между компо-
нентами перемещений найдено несколько ранее [33]. Фактически, результаты [31–33],
подтвердили расчеты, проведенные Рэлеем [4] для случая , в которых отношение
вертикальной амплитуды перемещений к горизонтальной составило 1.4677.

Интересные данные получены во внешней пространственной задаче Лэмба для слу-
чая импульсной нагрузки, заданной в виде временной функции Хэвисайда. Числен-
ный анализ решения [16] для этой задачи дал неожиданные результаты с точки зрения
физической интерпретации. Например, вычисления, проведенные в [16] и повторен-
ные в [34–38] с помощью различных вариантов метода [1, 2], показали, что в произ-
вольной точке на поверхности вертикальная и горизонтальная компоненты переме-
щений претерпевают разрыв второго рода в момент, соответствующий приходу рэле-
евской волны, рис. 1. При этом за фронтом рэлеевской волны решение [16] дает
мгновенный выход на статическое решение Буссинеска для вертикальной компонен-
ты, а для горизонтальной компоненты выход на статическое решение происходит
асимптотически при . В этой связи интерес представляет сравнение аналитиче-
ских (или аналитико-асимптотических) решений, рассмотренных в настоящем разде-
ле, с расчетами, выполненными с помощью разностных методов.

2. Разностные и вариационно-разностные методы. Решение внешней и внутренней
задач Лэмба как в плоском, так и в пространственном случае, наталкиваются на опре-
деленные сложности, связанные с устойчивостью и схемной вязкостью явных раз-
ностных схем, а также появлением осцилляций в зонах за ударным фронтом, харак-
терным для явных схем второго [39, 40] или более высокого порядка точности, или

λ = μ

λ = μ

→ ∞t
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Рис. 1. Изменение во времени (а) вертикальной и (б) горизонтальной компонент вектора перемещений на
границе полупространства для внешней пространственной задачи Лэмба при импульсной вертикальной на-
грузке (при выполнении условия Пуассона ) [36].
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размытием ударных волновых фронтов, характерного для явных схем первого по-
рядка [41] и неявных схем любого порядка точности [42]. Положение осложняет пло-
хое распараллеливание вычислений в динамических задачах теории упругости, что де-
лает малоэффективным применение современных кластерных и метакластерных вы-
числительных систем.

Частично недостатки разностных методов удается преодолеть с помощью разност-
ных уравнений, записанных в окрестности характеристик. Явные разностные схемы в
окрестности характеристик применены [43–45] для исследования распространения
волн в упругих и упруго-пластических средах. Этот подход применен [46, 47] к реше-
нию плоской внешней задачи Лэмба для поверхностной нагрузки, заданной в виде
временной функции Хэвисайда. Отмечено [47] хорошее совпадение с результатами,
полученными методами интегральных преобразований [11, 12].

Для решения динамических задач, включая и внешнюю задачу Лэмба, предложен [48]
гибридный подход, объединяющий конечноэлементный и конечноразностный мето-
ды. Использованные разностные схемы, разработаны в [49] позволяют получить ко-
нечноразностные уравнения второго порядка точности по временной переменной и
четвертого порядка по пространственным переменным. Гибридный метод применен [50]
к решению пространственной внешней задачи Лэмба. Численные эксперименты [51]
показали, что гибридный метод оказался практически свободным от осцилляций за
фронтом рэлеевской волны.

Для исследования распространения волн в задаче Лэмба применялся [52–54] спек-
тральный метод (конечных) элементов (SEM). Этот метод фактически представляет
собой метод конечных элементов высокого порядка точности, в котором простран-
ственными элементами (базисными функциями) являются полиномы Лежандра.
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Канонический метод конечных элементов с явными двухслойными разностными
схемами при интегрировании по времени применялись для решения различных задач
геомеханики, включая внутреннюю [55, 56] и внешнюю (пространственную) задачи
Лэмба [57–59]. Сравнение данных расчета по методу конечных элементов с аналогич-
ными результатами, выполненными с помощью интегральных преобразований, вы-
явило [58] хорошее качественное совпадение магнитуд перемещений на свободной
поверхности, вызванных действием гармонической нагрузки.

3. Анизотропные среды. По-видимому, впервые внешняя плоская задача Лэмба для
трансверсально-изотропной полуплоскости исследовалась в [60] с помощью инте-
гральных преобразований и вычислением сингулярных интегралов по методу [9, 10].
Эта техника была обобщена [61] для решения плоской внешней задачи Лэмба для
упруго анизотропной полуплоскости с моноклинной симметрией. С помощью техни-
ки [60] для внутренней задачи Лэмба получены [62] выражения смещений на границе
трансверсально-изотропной полуплоскости. Для построения решения внешней плос-
кой задачи Лэмба в случае анизотропной полуплоскости с моноклинной симметрией
применялся [63] метод, основанный на шестимерном комплексном формализме Стро
[64]. С помощью этого метода получены [63] выражения для поля смещений в полу-
плоскости при внешнем гармоническом силовом воздействии.

Рассмотрена [65, 66] внешняя пространственная задача Лэмба для полупростран-
ства с произвольной упругой анизотропией. При решении этой задачи уравнения дви-
жения анизотропной среды записывались в виде

(3.1)

где  – четырехвалентный тензор упругости. Предполагалось, что тензор упругости,
рассматриваемый как оператор в пространстве симметричных тензоров второго ранга,
положительно определен и симметричен. Объемные силы в [65, 66] отсутствовали, а
на граничной плоскости полупространства  задавались условия в напряжениях

(3.2)

Далее в этих работах использовалось преобразование Радона по пространственным
переменным. Это позволило свести внешнюю задачу Лэмба к вычислению однократ-
ных интегралов по окружностям, появляющимся при обращении преобразования Ра-
дона. Преобразования Радона по пространственным переменным применялись [67–
69] в дальнейшем при решении аналогичных задач.

Метод, основанный на преобразовании Фурье по пространственным переменным,
применялся [70–75] для решения внешней и внутренней задач Лэмба. При этом пере-
мещения на поверхности [74, 75] представлены в виде несобственных интегралов, по-
являющихся при сужении преобразованных по Фурье компонент перемещений и их
производных на граничную плоскость.

4. Экспериментальные методы. По-видимому, впервые присутствие рэлеевских волн
во внутренней задаче Лэмба было экспериментально зафиксировано [1] при анализе
сейсмограмм от удаленного эпицентра землетрясения. В дальнейшем, результаты [1]
подтверждались в различных исследованиях по решению геофизических задач [76–81], в
том числе задач, связанных с анализом распространения волн Похгаммера–Кри и не-
которых родственных волн [80]. Здесь надо отметить, что при исследовании волн
Похгаммера–Кри удается обнаружить высокочастотные волны, отвечающие волнам
Рэлея.

Надо отметить, что далеко не во всех геофизических исследованиях отмечено появ-
ление волн Рэлея. Например, в ([82], с. 268) дан анализ сейсмограмм, полученных при
поверхностных взрывах, которые фактически, описываются решением внешней про-
странственной задачи Лэмба. По наблюдениям [82] волны Рэлея при поверхностных
взрывах не обнаруживаются. Аналогичные данные приводятся в [83]. Определенный

⋅ ⋅∇ = ρ∂2div ,tC u u

C

νΠ

ν ν≡ ⋅ ⋅ ⋅∇ = ∈ Π( ', ) ; 'p tt C u x xν ν
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интерес представляет концепция анализа сейсмограмм землетрясений ([84], с. 25).
В соответствии с этой концепцией, волны, возникающие при сейсмической активно-
сти, разделяются на два класса: объемные волны – это относительно короткие волны
с периодом колебаний менее одной секунды, а поверхностные – это волны очень
большой длины (от десятков до сотен километров), у которых период колебаний су-
щественно превосходит одну секунду.

В экспериментальных модельных методах исследования задач Лэмба применялась
в основном техника фотоупругости. С помощью этого метода исследовались [85–87]
волны, распространяющиеся от точечного источника во внешних задачах Лэмба.
Сравнение экспериментальных результатов, приведенных в этих работах, с данными
теоретического анализа выявило хорошее качественное совпадение.

Среди других экспериментальных методов, применяемых для исследования волн,
возникающих в задачах Лэмба, надо отметить метод глубинной акустической реги-
страции колебаний [88]. Для анализа смещений на поверхности полупространства во
внешней задаче Лэмба (в случае малых масштабов) применяют также методы оптиче-
ской интерферометрии [89, 90]. В этих случаях для возбуждения акустических волн
обычно применяют мгновенный лазерный нагрев поверхности [89].

5. Задачи Лэмба о подвижной нагрузке. В одной из первых работ [6], обобщающих за-
дачу Лэмба [2] о действии подвижной нагрузки, рассмотрены внешняя и внутренняя
задачи о действии подвижной нагрузки, наклоненной под произвольным углом к по-
верхности полупространства (полуплоскости).

Помимо точных методов, основанных на применении интегральных преобразова-
ний, разрабатывались инженерные подходы, причем в этих подходах вместо полупро-
странства или полуплоскости обычно рассматривались свободные балочные кон-
струкции (описываемые теорией Бернулли–Эйлера или Тимошенко), а также балки,
лежащие на упругом основании (в этом случае в качестве модели основания чаще все-
го применялась модель Винклера). При этом, инженерные подходы различались в за-
висимости от области применения. Так, специалисты по эксплуатации железных до-
рог и мостов в основном исследовали динамическую устойчивость упругих конструк-
ций, несущих подвижные нагрузки [91–96]. В горной механике подвижные нагрузки
возникали при исследовании динамики шахтного подъема, где используются канаты
переменной длины [97–101]. Специфические методы разрабатывались в теории меха-
низмов и машин для исследования динамической устойчивости гибких ветвей пере-
дач [102–104]. Предложен [105–107] объединенный подход для исследования различ-
ных задач с подвижными нагрузками на основе вариационного принципа Гамильто-
на–Остроградского. В этом подходе введено дополнительное нелинейное краевое
условие, описывающее взаимовлияние движущегося объекта и колебаний упругой на-
правляющей. Физический смысл последнего условия состоит в том, что при взаимо-
действии распределенной системы с движущимся сосредоточенным объектом возни-
кают силы вибрационного давления. Надо отметить, что введение в расчет таких до-
полнительных сил, учитывающих движение нагрузки, предлагалось ранее [108, 109].

При исследовании пластин, нагруженных движущейся нагрузкой, обычно приме-
няют теорию Бернулли–Эйлера, основанную на гипотезе плоских сечений. Эта тео-
рия позволяет получить динамические уравнения, аналогичные статическим уравне-
ниям изгиба тонких пластин или уравнениям изгиба балок [110–113]. В дальнейшем
методы [110–113] применялись при решении различных задач, связанных в основном
с исследованием поведения ледяного покрова [114–116] а также колебаниям балок
[117–120] при движущихся нагрузках.

Задачи для тел, нагруженных движущимися нагрузками, могут исследоваться с по-
мощью конечноэлементных и конечноразностных методов. Задача о пластине, нагру-
женной движущейся нагрузкой, анализировалась [121–123] с помощью конечноэле-
ментного метода с использованием двухслойных явных разностных схем второго по-
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рядка точности для интегрирования уравнений движения. Аналогичным методом
исследовались [124, 125] колебания балок на упругом основании от действия движу-
щихся нагрузок. Представлены [126] расчеты методом конечных элементов сложных
систем, подверженных действию движущихся нагрузок. Численные исследования по
колебаниям мостовых конструкций от движущихся нагрузок сопоставлены [127] с ре-
зультатами натурных измерений. Это сопоставление выявило хорошее качественное и
количественное совпадение частот и амплитуд колебаний. Решение уравнений движе-
ния для задач с подвижными нагрузками осуществлялось [128, 129] с помощью метода
конечных разностей.

6. Родственные проблемы динамики. В случае внешних задач о действии нагрузки на
границу упругой полуплоскости или полупространства, наряду с нормальным к гра-
нице воздействием [25], как отмечено выше, исследуют задачу о наклонной к поверх-
ности нагрузке [6, 22]. Рассматриваются также задачи о штампе, контактирующим с
упругим полупространством и совершающим горизонтальные гармонические колеба-
ния [130] и неосесимметричные вертикальные колебания [131]. Рассматривалась [132,
133] дипольная (моментная) гармоническая и импульсная нагрузка, приложенная на
поверхности полупространства. Эта задача исследовалась с помощью преобразования
Ханкеля по радиальной координате и преобразованием Лапласа по временной пере-
менной. Численные анализ этой задачи показал [133], что на поверхности полупро-
странства основной вклад от дипольной нагрузки вносят рэлеевские волны.

В случае внутренних задач, по-видимому, наибольший интерес представляют ре-
шения для дуплета (двойной силы без момента) [134–136] и диполя (сосредоточенного
момента) [137]. В этих работах построение решений для соответствующих внутренних
(пространственных) задач осуществлялось с помощью метода Лэмба и выбора контура
интегрирования по методу [9, 10]. Построено [138] решение для внутренней простран-
ственной задачи о действии горизонтальной гармонической силы в упругом трансвер-
сально-изотропном полупространстве. Заметим, что плоские внутренние задачи о ди-
поле и дуплете, по-видимому, не исследовались.

Исследовались [139, 140] решения внутренних задач Лэмба, связанные с появлени-
ем истекающих волн (волн, амплитуда которых не убывает по глубине). Построение и
анализ соответствующих решений в [140] проводились методами [9, 10].
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The solution of the internal and external Lamb problems from a concentrated force applied
to the free boundary of an elastic half-space (half-plane) is analyzed. Some related problems
are also considered, in particular, the application of doublets and dipoles in an elastic half-
space, the appearance of high-frequency waves corresponding to the Rayleigh wave during
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the propagation of Pochhammer–Cree waves, etc. Solutions of problems about a moving
load applied to the boundary of a half-space or half-plane are analyzed.

Keywords: Lamb problem, bulk wave, Rayleigh wave, half-space, half-plane
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