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Рассмотрены задачи дискретного контакта упругой полосы и жесткого штампа с за-
ранее неизвестными площадками фактического контакта. Получена вариационная
формулировка задач в виде граничного вариационного неравенства с использовани-
ем оператора Пуанкаре–Стеклова, отображающего на части границы упругой поло-
сы нормальные напряжения в нормальные перемещения. При аппроксимации этого
оператора используется дискретное преобразование Фурье, для численной реализа-
ции которого применяются алгоритмы быстрого преобразования Фурье. Приведена
эквивалентная вариационному неравенству задача минимизации, в результате ап-
проксимации которой получена задача квадратичного программирования с ограни-
чениями в виде равенств и неравенств. Для численного решения этой задачи ис-
пользован алгоритм на основе метода сопряженных градиентов, учитывающий спе-
цифику множества ограничений. Построены однопараметрические семейства
штампов с поверхностным рельефом, в качестве параметра которых выступает число
микровыступов. В результате вычислительных экспериментов установлено суще-
ствование для каждого семейства штампов единой огибающей контактного давле-
ния, единой огибающей нормализованных контактных усилий и единой огибающей
относительных величин фактических площадей контакта микровыступов. Форма и
положение этих огибающих для семейства штампов зависят от параметров внешней
нагрузки и отношения размера номинальной области контакта к толщине полосы.
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1. Введение. При контактном взаимодействии твердых тел область фактического
контакта, как правило, дискретна. Размеры и положение пятен фактического контак-
та зависят от условий контактного взаимодействия, механических характеристик тел и
их поверхностной микроструктуры. Для описания дискретного (множественного)
контакта твердых тел предложены различные математические модели, учитывающие
параметры макро- и микрогеометрии реальных поверхностей и условия их контактно-
го взаимодействия [1–4]. Большинство этих моделей основано на классической тео-
рии контактного взаимодействия деформируемых тел [5, 6]. Подробный обзор совре-
менного состояния исследований в области механики дискретного контакта, включая
основные подходы к постановке задач, методы аналитического и численного реше-
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ния, конкретные результаты и области их практического использования, приведен
в статье [7].

В настоящей работе рассматриваются задачи дискретного контакта упругой полосы
и жесткого штампа конечных размеров. На части границы полосы, по которой возмо-
жен контакт со штампом, задаются условия одностороннего контакта, трение на пло-
щадках контакта отсутствует. Такие задачи не являются периодическими вследствие
неравномерного распределения нагрузки между отдельными пятнами контакта.

При решении краевых задач для упругой полосы преимущественно применяется
интегральное преобразование Фурье [8]. В ряде случаев удается получить аналитиче-
ские выражения для трансформант Фурье искомых функций, однако выполнить
аналитически обратное преобразование Фурье этих трансформант весьма затрудни-
тельно, поэтому используют приближенные методы. Асимптотические методы пред-
ставлены в монографиях [9, 10]. Численные методы, как правило, основаны на дис-
кретном преобразовании Фурье (ДПФ), при реализации которого применяются алго-
ритмы быстрого преобразования Фурье (БПФ) [11, 12]. Подробный обзор современного
состояния исследований и анализ различных аспектов применения ДПФ и БПФ в
контактных задачах приведен в [13, 14].

Задачи дискретного контакта с односторонними связями являются нелинейными
вследствие наличия в постановке граничных условий в виде неравенств. Для их чис-
ленного решения требуется применение итерационных алгоритмов. Наиболее рас-
пространенный подход к построению вычислительных алгоритмов решения контакт-
ных задач с односторонними связями состоит в применении вариационных методов
[15–17]. Отметим, что вариационные формулировки также используются для исследо-
вания проблемы существования, единственности и регулярности решения контакт-
ных задач [18–20]. Вариационные формулировки смешанных задач для упругой поло-
сы приведены в [9].

В результате аппроксимации вариационных формулировок контактных задач с од-
носторонними связями методами конечных или граничных элементов получают зада-
чи квадратичного программирования, для решения которых в настоящее время наи-
более эффективными считаются алгоритмы, разработанные на основе метода сопря-
женных градиентов (МСГ).

Впервые алгоритм решения задач квадратичного программирования на основе
МСГ был предложен в [21]. Идея алгоритма состояла в использовании стратегии рабо-
чего списка активных ограничений-неравенств (активного набора) и применении
МСГ для нахождения минимума на текущем рабочем подпространстве. Была доказана
теоретическая сходимость алгоритма за конечное число шагов. При практическом ис-
пользовании алгоритма оказалось, что скорость сходимости итерационного процесса
существенно зависит от количества и вида ограничений. Поэтому впоследствии были
предложены различные модификации базового алгоритма, адаптированные для реше-
ния конкретных классов прикладных задач. Приведено [22, 23] описание и анализ ал-
горитмов на основе МСГ для решения контактных задач с односторонними связями.

Один из наиболее известных алгоритмов [24], отличается от базового алгоритма [21]
учетом специфики множества ограничений решаемой задачи квадратичного програм-
мирования. При аппроксимации граничной вариационной формулировки контакт-
ной задачи количество ограничений в виде неравенств (условий неположительности
нормальных напряжений при одностороннем контакте) совпадает с количеством не-
известных. Поэтому в алгоритме [24] при нарушении неактивных ограничений при-
меняется метод проекции точки на допустимое множество, позволяющий включать в
рабочий список сразу несколько ограничений, что существенно снижает количество
рестартов по сравнению с алгоритмом [21]. Для сокращения вычислительных затрат
также допускается, в отличие от алгоритма [21], исключение ограничений из рабочего
списка до нахождения минимума на текущем рабочем подпространстве.
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Следует отметить, что алгоритм [24] имеет существенное ограничение. В нем учи-
тывается только одно уравнение равновесия штампа (для сил) и, следовательно, толь-
ко поступательное движение штампа. Это не позволяет использовать алгоритм для ре-
шения контактных задач при внецентренном нагружении штампа, когда необходимо
учитывать его повороты. Кроме того, на каждом шаге итерационного процесса два-
жды выполняется операция умножения матрицы Гессе минимизируемой функции на
вектор, тогда как в алгоритме [21] эта операция выполняется лишь один раз. При из-
менении размерности рабочего подпространства рестарт алгоритма [24], как и алго-
ритма [21], производится с направления антиградиента, что замедляет их сходимость.

Автором предложен [25] новый алгоритм решения задач дискретного контакта для
упругой полуплоскости, разработанный на основе МСГ. Основная идея этого алго-
ритма состоит в применении линейного преобразования переменных, позволяющего
свести ограничения в виде равенств, которые аппроксимируют уравнения равновесия
штампа и содержат все переменные задачи, к простым ограничениям, содержащим
только одну переменную. Такие ограничения несложно учесть в алгоритме МСГ. Этот
прием позволяет рассматривать оба уравнения равновесия штампа и задавать значе-
ние момента внешних сил. Кроме того, в качестве направления рестарта в алгоритме
[25] используется редукция направления поиска с предыдущего шага на новое рабочее
подпространство, при этом после рестарта для сохранения сопряженности направле-
ния поиска вычисляются по трехчленной формуле. Отметим также, что в алгоритме
[25] операция умножения матрицы Гессе на вектор дважды выполняется только в слу-
чае уменьшения размерности рабочего подпространства.

В настоящей работе для решения задачи квадратичного программирования исполь-
зуется алгоритм МСГ [25], позволяющий рассматривать случаи внецентренного на-
гружения жесткого штампа.

2. Постановка задачи. Пусть аналогично [9] невесомая однородная изотропная
упругая полоса в прямоугольной системе координат  занимает область  =

=  : , . Границу полосы  обозначим , а границу
 – через . Далее под ,  будем понимать соответственно вектор пе-

ремещений и тензоры деформаций и напряжений в точке . Предполагается, что
полоса находится в условиях плоской деформации, деформации малы, а массовые си-
лы и напряжения в недеформированном состоянии отсутствуют. Напряженно-дефор-
мированное состояние полосы описывается системой уравнений:

(2.1)

где ,  – тензор модулей упругости.
По границе  полоса соединена с недеформируемым основанием. В случае иде-

ального контакта граничные условия имеют вид

(2.2)

В полосу вдавливается гладкий жесткий штамп. Часть границы , по которой воз-
можен контакт полосы со штампом, обозначается . Положение и предельные раз-
меры , т.е. номинальная область контакта, задаются априори, исходя из геометри-
ческих соображений. Предполагается, что часть границы  является односвязной и
конечной.

Форма основания штампа описывается функцией , значение которой в точке 
равно расстоянию от этой точки до поверхности штампа, измеренному вдоль направ-
ления внешней нормали к границе . Расстояние  отсчитывается по отноше-
нию к недеформированному состоянию полосы. Для определенности будем полагать
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 = 0. В задачах дискретного контакта функция  является мультимодаль-

ной (многоэкстремальной). Положение штампа определяется вектором перемещений
 и углом поворота . Главный вектор  и главный момент 

внешних сил, приложенных к штампу, считаются заданными. В качестве центра при-

ведения выбирается точка . Далее рассматривается задача нормального
контакта полосы со штампом, поэтому будем полагать  и .

Контактное взаимодействие упругой полосы с жестким штампом описывается
условиями одностороннего гладкого контакта:

(2.3)

Остальная часть границы  полосы свободна от внешних нагрузок:

(2.4)
Уравнения равновесия жесткого штампа имеют вид:

(2.5)

Отметим, что соотношения (2.5), по существу, представляют собой нелокальные гра-
ничные условия.

Для существования решения рассматриваемой контактной задачи далее будем
предполагать, что внешние силы и моменты, приложенные к жесткому штампу, удо-
влетворяют следующим условиям:

– компонента  ограничена по абсолютной величине и ;
– значения  и  согласованы между собой таким образом, что существует рас-

пределение нормальных напряжений  на , удовлетворяющее уравнениям
равновесия штампа (2.5).

Для замыкания постановки контактной задачи необходимо задать условия на бес-
конечности. Обычно в качестве таковых используются условия, характеризующие
определенный порядок изменения перемещений и напряжений на бесконечности.
Как правило, эти условия носят чисто математический характер. Более естественным
является условие конечности потенциальной энергии деформации полосы

(2.6)

которое вполне замыкает постановку задачи и определяет поведение решения на бес-
конечности [9].

Задача (в дифференциальной постановке) состоит в определении полей перемеще-
ний , деформаций  и напряжений , удовлетворяющих уравнениям (2.1),
граничным условиям (2.2)–(2.4), уравнениям равновесия штампа (2.5) и условию (2.6).
Также необходимо найти смещение  и поворот  штампа. Подчеркнем, что факти-
ческие зоны контакта полосы со штампом заранее неизвестны и подлежат определе-
нию.

3. Функциональные пространства. Решение  задачи (2.1)–(2.6), принадлежащее

классу функций , является классическим решением. Переход к ва-
риационной формулировке задачи позволяет определить обобщенное решение. Вве-
дем необходимые для этого функциональные пространства [27, 28]. Обозначим

(3.1)
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где ,  – прямые произведения пространств Соболева.

Пространство  является гильбертовым со скалярным произведением

(3.2)

Для однородной изотропной полосы несложно получить неравенство

(3.3)

с положительной постоянной , не зависящей от . Следовательно, элементы про-

странства  удовлетворяют условию конечности потенциальной энергии де-
формации полосы (2.6).

Выделим в  подпространство

(3.4)

Можно увидеть, что

(3.5)

Из результатов [18] с учетом (3.5) следует, что существует постоянная , зави-
сящая лишь от , такая, что

(3.6)

Неравенство (3.6) представляет собой первое неравенство Корна.
Используя далее результаты [9, 29], можно показать, что существуют линейные не-

прерывные операторы следа

(3.7)

определяющие для полей перемещений  векторные функции перемещений
 и напряжений  на  такие, что

(3.8)

где  – положительные постоянные, не зависящие от .
Обратно, существует линейный непрерывный оператор

(3.9)

такой, что для заданного  можно построить функцию , обладаю-
щую свойством .

Введем пространство сужений на  функций из 

(3.10)

и оснастим его нормой

(3.11)
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Имеет место вложение пространств  [30]. Двойственным к про-

странству  является пространство  – пополнение  по норме

(3.12)

т.е. отношение двойственности  порождается продолжением стан-

дартного скалярного произведения в  и имеет место плотное вложение про-
странств [30]

(3.13)

Для упрощения обозначений указанное отношение двойственности далее будем
обозначать как .

Заметим, что тривиальное продолжение функции  на  принадлежит

пространству , т.е. существует функция  такая, что
,  является сужением  на  и выполняется равенство [29]

(3.14)

Поэтому с учетом (3.9) существует линейный непрерывный оператор

(3.15)

такой, что для заданного  можно построить функцию , обладаю-
щую свойством .

4. Интегральное представление решения. Рассмотрим вспомогательную краевую за-
дачу для упругой полосы: найти поле перемещений , удовлетворяющее уравнениям (2.1),
граничным условиям (2.2) и (2.4), а также условиям

(4.1)

Показано [9], что для любого  данная задача имеет единственное реше-
ние  и выполняется интегральное тождество (обобщенная формула Грина)

(4.2)

Из (4.2) с учетом (3.6) следует оценка

(4.3)

с положительной постоянной , не зависящей от . Следовательно, с помощью реше-
ния вспомогательной краевой задачи можно определить линейный непрерывный опе-
ратор  из  в .

Решение вспомогательной краевой задачи для  имеет вид

(4.4)

(4.5)
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Выражение для ядра  приведено, например, в [31]. Учитывая плотность вложе-

ния (3.13), оператор  можно продолжить по непрерывности на  и с учетом (3.15)

рассматривать как оператор, действующий из  в .
Таким образом, использование интегрального представления (4.4)–(4.5) в предпо-

ложении, что , позволяет свести решение контактной задачи (2.1)–(2.6)

к нахождению нормальных напряжений  = , удовлетворяющих следу-
ющей системе уравнений и неравенств:

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Перемещения , соответствующие решению  системы (4.6)–(4.9),
будем называть обобщенным решением контактной задачи (2.1)–(2.6).

5. Оператор Пуанкаре–Стеклова. Введем оператор Пуанкаре–Стеклова ,
отображающий посредством решения (4.4)–(4.5) нормальные напряжения 
на части  границы упругой полосы в нормальные перемещения 
на .

Соответствующее решению (4.4)–(4.5) выражение для оператора Пуанкаре–Стек-
лова  для  имеет вид:

(5.1)

Отметим, что ядро  интегрального представления (5.1) является разностным [31].
Учитывая плотность вложения (3.13), оператор  можно продолжить по непрерыв-

ности на  и с учетом (3.7), (3.10), (3.15) рассматривать как оператор, действу-

ющий из  в .

Введем на  непрерывную билинейную форму

(5.2)

Учитывая плотность вложения (3.13), из (4.2) получим, что

(5.3)

где , .
Для изотропной упругой полосы билинейная форма  является симметрич-

ной. Используя (3.6), далее получим неравенство

(5.4)

из которого с учетом (3.8) и (3.14) следует оценка

(5.5)
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с положительной постоянной , не зависящей от . Следовательно, билинейная фор-
ма  и оператор Пуанкаре–Стеклова  являются положительно определенны-

ми на .
6. Вариационная формулировка задачи. Для решения системы (4.6)–(4.9), содержа-

щей уравнения и неравенства, используется вариационный подход [15–20]. Образуем
множество статически допустимых нормальных напряжений на 

(6.1)

Можно показать, что множество  является замкнутым выпуклым множеством в

. Кроме того, в соответствии со сделанными при постановке задачи предпо-
ложениями это множество является непустым.

Пусть  – решение системы (4.6)–(4.9). Тогда для произвольного  полу-
чим следующую оценку

(6.2)

Из (6.2) следует, что искомые нормальные напряжения  удовлетворяют гра-
ничному вариационному неравенству

(6.3)

где  – определенная на  линейная форма

(6.4)

Отметим, что неравенство (6.3) не содержит неизвестных смещения  и поворо-
та  жесткого штампа. Как нетрудно видеть из преобразований (6.2), это является
следствием того, что элементы множества статически допустимых нормальных напря-
жений  удовлетворяют уравнениям равновесия штампа (4.9).

Используя известные приемы [15, 32], можно доказать обратное утверждение: ре-
шение  вариационного неравенства (6.3) удовлетворяет системе уравнений и нера-
венств (4.6)–(4.9).

Учитывая, что билинейная форма  является положительно определенной,

а множество  – непустым замкнутым выпуклым множеством в , вариаци-
онное неравенство (6.3) эквивалентно задаче минимизации граничного функционала:
найти  такой, что

(6.5)

Кроме того, решение вариационного неравенства (6.3) и задачи минимизации (6.5)
существует и единственно [15, 19, 20].

Отыскав нормальные напряжения  на  как решение задачи (6.5), можно
определить напряженно-деформированное состояние всей полосы, используя (4.4)–(4.5).

7. Аппроксимация задачи. Выбор метода аппроксимации задачи минимизации (6.5)
определяется, в первую очередь, возможностью построения эффективной с вычисли-
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тельной точки зрения аппроксимации оператора Пуанкаре–Стеклова , ядро инте-
грального представления (5.1) которого имеет вид [31]

(7.1)

(7.2)

Аналитическое выражение для интеграла (7.1) неизвестно. Применение квадратур-
ных формул для вычисления этого несобственного интеграла представляет собой тру-
доемкую вычислительную задачу. Альтернативный подход состоит в следующем. Не-
трудно видеть, что  является косинус-трансформантой Фурье функции .
Подвергнем (5.1) преобразованию Фурье и в соответствии с теоремой о свертке [11]
получим

(7.3)

где ,  – трансформанты Фурье соответственно нормальных перемещений
 на  и тривиального продолжения на  нормальных напряжений . Следо-

вательно, вычисление оператора Пуанкаре–Стеклова  сводится к выполнению па-
ры (прямого и обратного) преобразований Фурье и перемножению спектров (7.3).

В численном анализе использование преобразования Фурье наиболее эффективно
в случае периодических функций благодаря дискретности их спектра и, как следствие,
переходе от непрерывного преобразования к дискретному [11, 12]. Поэтому основная
идея используемого ниже подхода состоит в аппроксимации искомых нормальных на-
пряжений на  сеточными функциями, периодическими на всей границе , и при-
менении алгоритмов БПФ. Для уменьшения возникающей при этом ошибки перио-
дичности вводится расширенная вычислительная область  [13, 14].

Выберем односвязную конечную вычислительную область  так, чтобы вы-
полнялись условия

(7.4)

где  – коэффициент расширения вычислительной области. Далее аналогично (3.10)–

(3.12) введем пространство  и двойственное ему пространство . Ис-

пользуя результаты [30], можно показать, что сужения функций из  на  при-

надлежат пространству , а тривиальное продолжение  функции 

на  принадлежит пространству . Обозначим через  подпростран-

ство функций из , имеющих носитель на . Учитывая (7.4), аналогично [33]
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Обозначим через  подпространство функций из , имеющих носитель
на . Используя (3.13), можно показать, что имеет место плотное вложение про-

странств . Функции из  можно рассматривать как -периоди-
ческие, следовательно система функций , , …, является плот-

ной в  [34]. Поэтому  можно аппроксимировать с заданной точно-
стью конечным отрезком ряда Фурье

(7.5)

Для вычисления коэффициентов Фурье  с помощью ДПФ введем сеточные функ-
ции. Построим на  регулярную (равномерную) сетку , состоящую из  одноузло-
вых граничных элементов нулевого порядка размером . Узлы  обозначим ,

. Часть , расположенную на  и содержащую  элементов, обозначим .
Из (7.4) следует, что .

Далее векторы и матрицы будем обозначать большими латинскими буквами, а их
элементы – соответствующими малыми латинскими буквами.

Введем на  сеточные функции нормальных напряжений и перемещений

(7.6)

а также редукции этих функций на 

(7.7)

где  – прямоугольная матрица размеров , в каждой строке которой имеется
ровно один ненулевой элемент, равный 1.

Обратные операции тривиального продолжения (дополнения нулевыми элементами)

 и  на  могут быть выполнены с помощью транспонированной матрицы 

(7.8)

Известно [11, 12], что спектр сеточной функции является периодическим и пред-
ставляет собой бесконечный ряд сдвинутых копий спектра аппроксимируемой функ-
ции. Расстояние в частотной области между соседними копиями спектра равно часто-
те дискретизации . Для исключения эффекта наложения частот, а также
возможности восстановления периодической функции по ее сеточной аппроксима-
ции будем полагать, что число гармоник  в (7.5) и количество узлов  сетки  удо-
влетворяют условию

(7.9)

вытекающему из теоремы Котельникова–Шеннона [11, 12].
Введем матрицу Фурье порядка 

(7.10)

Матрица Фурье обратима и при этом обратная матрица имеет вид
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Используя матрицу , вычислим образы Фурье  и  соответственно сеточных
функций нормальных напряжений и перемещений

(7.12)

(7.13)

Сеточные функции  и  являются вещественными, поэтому из свойств ДПФ сле-
дует, что компоненты  и  удовлетворяют условиям

(7.14)

Для сеточных функций соотношение (7.3) примет вид

, (7.15)

где с учетом (7.14)

(7.16)

(7.17)

Можно показать, что  представляет собой коэффициент податливости рассматри-
ваемой упругой полосы для случая приложения равномерной нормальной нагрузки по
всей границе .

Из (7.12)–(7.13) и (7.15) следует, что сеточная аппроксимация  опе-
ратора Пуанкаре–Стеклова  имеет вид

(7.18)

Учитывая, что все диагональные элементы матрицы  положительны, можно пока-
зать, что  является симметричной положительно-определенной квадратной матри-
цей порядка . При численной реализации формировать матрицу  в явном виде
не требуется, достаточно программно реализовать вычисление произведений каждой

из матриц в правой части (7.18) на векторы. Учитывая, что матрицы  и  содер-
жат только  ненулевых элементов равных 1, вычисление произведений этих матриц
на векторы сводится к выполнению  операций присваивания. Умножение диаго-
нальной матрицы  на вектор требует выполнения  операций умножения. Для вы-
числения произведений матриц  и  на векторы целесообразно использовать алго-

ритмы БПФ. Поэтому далее будем полагать , . В этом случае число опе-
раций для выполнения одного преобразования имеет порядок  = 
[11, 12].

Далее для аппроксимации задачи (6.5) применим гранично-элементный подход [35–37].
Для вычисления билинейной  и линейной  форм используем квадратурную фор-
мулу прямоугольников, узлы которой совпадают с узлами сетки . Тем самым определяют-

ся аппроксимирующие билинейная  и линейная  формы в пространстве 

(7.19)

где  – сеточная аппроксимация на  функции , описывающей форму ос-
нования штампа.
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При аппроксимации множества статически допустимых нормальных напряжений ,
определенного формулой (6.1), применяется комбинированный подход. Для аппрок-
симации ограничений в виде неравенств используется коллокационный метод, а при
аппроксимации ограничений в виде равенств – квадратурная формула прямоугольни-
ков, узлы которой совпадают с узлами сетки . В результате получается замкнутое вы-
пуклое множество статически допустимых узловых нормальных напряжений

(7.20)

Коэффициенты  и  вычисляются по формулам

(7.21)

где  – координата -го узла сетки .
В результате для задачи минимизации (6.5) получим сеточную аппроксимацию –

задачу квадратичного программирования: найти сеточную функцию нормальных на-

пряжений  такую, что

(7.22)

Отметим, что размерность задачи (7.22) равна  – количеству узлов сетки на  и
не зависит от размера вычислительной области , т.е. от выбора коэффициента рас-
ширения вычислительной области .

8. Решение задачи квадратичного программирования. Одна из сложностей, возникаю-
щих при численном решении задачи (7.22), состоит в наличии ограничений в виде ра-
венств, содержащих все переменные задачи. В [25] для упрощения вида ограничений
предложено линейное преобразование переменных позволяющее свести эти ограни-
чения к простым ограничениям, содержащим только одну переменную. Для числен-
ного решения полученной в результате преобразования задачи квадратичного про-
граммирования с простыми ограничениям в настоящей работе используется вариант
МСГ, подробно рассмотренный в [25] при решении задач дискретного контакта для
упругой полуплоскости.

9. Численные результаты. Разработанный алгоритм реализован на языке FORTRAN
с применением NVIDIA HPC SDK. Для выполнения БПФ использовалась библиотека
cuFFT, позволяющая с помощью технологии CUDA производить вычисления на гра-
фических процессорах.

Для верификации алгоритма и разработанного программного обеспечения прове-
дено сравнение численных решений ряда задач дискретного контакта, в частности,
рассмотренных ниже задач для штампов с регулярным поверхностным рельефом с ре-
шениями, полученными с помощью известного алгоритма [24]. Учитывая возможно-
сти последнего, при постановке контактных задач использовалось лишь первое из
уравнений равновесия штампа (2.5) и полагалось . Проведенные расчеты пока-
зали, что среднеквадратичные относительные расхождения решений (сеточных функ-

ций нормальных напряжений) не превышают .
Кроме того, получены численные решения задач о вдавливании в упругую полосу

штампа, форма основания которого описывается функцией

(9.1)

где  – размер области контакта ,  – безразмерный параметр.
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Несложно показать аналитически, что в случае нагружения такого штампа с экс-
центриситетом  относительно точки начального контакта  распределение
нормальных напряжений будет соответствовать распределению при отсутствии экс-

центриситета, смещенному на величину , осадка штампа  уменьшится на , а сам
штамп повернется на угол . Проведенные расчеты подтвердили эти выводы.

Далее приведен анализ результатов решения задач дискретного контакта, в которых
область фактического контакта состояла из совокупности отдельных пятен контакта.
Рассматривались задачи для гладких штампов с регулярным поверхностным релье-
фом, состоящим из  микровыступов. Номинальная область контакта полагалась
равной  = , . Форма основания штампов задавалась функцией

(9.2)

где  – выпуклая функция, определяющая макроформу штампа;  – строго
выпуклая функция, характеризующая форму микровыступов;  – “ быст-
рая” координата,  – дробная часть числа.

Для заданной пары функций  и  формула (9.2) определяет однопарамет-
рическое семейство штампов , в качестве параметра которого выступает число
микровыступов . Штампы, принадлежащие к одному семейству, имеют одинаковую
макроформу, а их микровыступы являются подобными.

Расчеты выполнялись для следующего класса жестких штампов:

(9.3)

где , , ,  – безразмерные параметры.
Из формул (9.2)–(9.3) следует, что однопараметрическое семейство штампов 

определяется заданным набором параметров , , , . Рассмотрим в качестве

примера семейство штампов  при , , . На рис. 1, а–б
изображены профили штампов соответственно с 16 и 128 микровыступами. Следует
отметить, что на обоих рисунках масштабы изображения по вертикальной и горизон-
тальной осям отличаются на пять порядков.

Нормальная компонента главного вектора (погонная сила) и главный момент
внешних сил, приложенных к штампу, задавались в виде:

(9.4)

где  – приведенный модуль упругости;  – безразмерный пара-
метр;  – безразмерный параметр, характеризующий эксцентриситет равнодействую-

щей внешней нагрузки относительно центра приведения . При проведе-
нии расчетов значения параметров внешней нагрузки  и  выбирались таким обра-
зом, чтобы решение контактной задачи существовало и пятна контакта для отдельных
микровыступов оставались изолированными друг от друга.

Введем на множестве микровыступов сеточную координату  и обозначим
через  часть , соответствующую микровыступу с сеточной координатой . Далее
для каждого штампа введем пары сеточных функций:

– значений  и координат  максимумов контактного давления на
микровыступах

(9.5)
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Рис. 1.
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– нормализованных контактных усилий  и координат  точек их
приложения на микровыступах

(9.6)

– относительных величин площадей  и координат  центров тяже-
сти пятен фактического контакта на микровыступах

(9.7)
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Рис. 2.
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где  – скобка Айверсона (функция равная 1 для истинного аргумента и равная 0
в противном случае).

Для каждой пары функций ,  и  путем интерполяции построим
на  непрерывные функции ,  и , называемые далее соответственно
огибающей контактного давления, огибающей нормализованных контактных усилий и
огибающей относительных величин фактических площадей контакта микровыступов.

На рис. 2 в качестве примера приведено распределение контактного давления
 на  для штампа, изображенного на рис. 1, а. Толщина полосы принималась

равной . Параметры внешней нагрузки в (9.4) полагались следующими: 
и . Сплошная кривая соответствует контактному давлению, а пунктирная – оги-
бающей контактного давления.

В результате обработки результатов расчетов установлена следующая закономер-
ность: если условия нагружения штампов таковы, что пятна контакта отдельных мик-
ровыступов остаются изолированными друг от друга, то для однопараметрического
семейства штампов  существуют единая огибающая контактного давления ,
единая огибающая нормализованных контактных усилий  и единая огибающая
относительных величин фактических площадей контакта  микровыступов, форма
и положение которых зависят от параметров  и  внешней нагрузки, а также отноше-
ния размера  номинальной области контакта к толщине полосы .

Для подтверждения этой закономерности на рис. 3, а–в приведены множества то-
чек, соответствующих парам сеточных функций ,  и  сразу для ше-
сти штампов, имеющих 16, 32, 64, 128, 256 и 512 микровыступов. Значения параметров

принимались следующими: , , , , ,
 и .

При проведении расчетов необходимое количество  граничных элементов опре-
делялось путем сравнения решений, полученных на вложенных сетках при их дву-
кратном последовательном измельчении. При решении рассмотренных выше задач

⋅[ ]

{ , }P X p { , }R Xr { , }S Xs

Γ p 1( )p x 1( )r x 1( )s x

22≡ −σp Γ p

5= /h a 5
2 10

−= ×f
0=e

Ξ( )Κ 1( )�p x

1( )�r x

1( )�s x
f e

a h

{ , }P X p { , }R Xr { , }S Xs

5

1 3 10
−α = × 4

2 10
−α = 1 4=m 2 2=m 5

2 10
−= ×f

0.1=e 5= /h a
N



419АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ДИСКРЕТНОГО КОНТАКТА

Рис. 3.

2

0

4

6

8

10s

0.250 0.50

(в)

0.75 1.00
x1/a

0.5

0

1.0

1.5

2.0

r

0.250 0.50

(б)

0.75 1.00
x1/a

0.5

0

1.0

1.5

2.0

104 � p/E *

0.250 0.50

(а)

0.75 1.00
x1/a



420 БОБЫЛЕВ
для штампов с регулярным поверхностным рельефом каждый микровыступ  ап-
проксимировался сеткой из 1024 граничных элементов. Наибольшее количество эле-
ментов сетки для штампа с 512 микровыступами составляло 219 = 524288 элементов.

Заключение. Для решения задач дискретного контакта упругой полосы и жесткого
штампа с заранее неизвестными площадками фактического контакта в настоящей ра-
боте применяется вариационный подход. Построено граничное вариационное нера-
венство с использованием оператора Пуанкаре–Стеклова, отображающего на части
границы упругой полосы нормальные напряжения в нормальные перемещения. По-
лучена эквивалентная задача минимизации граничного функционала на множестве
статически допустимых нормальных напряжений.

Оператор Стеклова–Пуанкаре для упругой полосы строится с помощью интеграль-
ного преобразования Фурье, поэтому при аппроксимации этого оператора использу-
ется ДПФ. Для численной реализации прямого и обратного ДПФ применяются алго-
ритмы БПФ.

В результате аппроксимации вариационной формулировки с использованием гра-
нично-элементного подхода получена задача квадратичного программирования с
ограничениями в виде равенств и неравенств. Для численного решения этой задачи
использован алгоритм на основе МСГ [25], учитывающий специфику множества огра-
ничений и позволяющий получать решения контактных задач при внецентренном на-
гружении штампа, когда необходимо учитывать его повороты.

Построены однопараметрические семейства штампов с поверхностным рельефом,
в качестве параметра которых выступает число микровыступов. Штампы, принадле-
жащие к одному семейству, имеют одинаковую макроформу, а их микровыступы яв-
ляются подобными. В результате вычислительных экспериментов установлено суще-
ствование для каждого семейства штампов единой огибающей контактного давления,
единой огибающей нормализованных контактных усилий и единой огибающей отно-
сительных величин фактических площадей контакта микровыступов. Форма и поло-
жение этих огибающих для семейства штампов зависят от параметров внешней на-
грузки и отношения размера номинальной области контакта к толщине полосы.
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An Algorithm for Solving Discrete Contact Problems for an Elastic Strip
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Discrete contact problems for an elastic strip and a rigid punch are considered. Real areas of
contact are unknown in advance. A variational formulation of the problems in the form of
a boundary variational inequality is obtained by using the Poincaré–Steklov operator that
maps normal stresses into normal displacements on a part of the elastic strip boundary.
To approximate this operator the discrete Fourier transform is used. The fast Fourier trans-
form algorithms are applied for numerical realization. A minimization problem equivalent to
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the variational inequality is formulated. A quadratic programming problem with equality
and inequality restrictions is obtained by approximating the minimization problem. To solve
the problem numerically an algorithm based on the conjugate gradient method is used.
The algorithm takes into account the specificity of the constraint set. One-parameter fami-
lies of punches with a surface relief are constructed, the parameter of which is the number of
microprotrusions. As a result of computational experiments, it was established that a single
contact pressure envelope, a single normalized contact traction envelope and a single relative
contact area envelope exist for the one-parameter family of the punches. The form and posi-
tion of the envelopes for the punch family depend on the external load parameters and the
ratio of the nominal contact area to the strip thickness.

Keywords: discrete contact, elastic strip, boundary variational inequality, Fourier transform,
conjugate gradient method

REFERENCES

1. Goryacheva I.G. Contact Mechanics in Tribology. Dordrecht: Springer, 1998. 346 p.
2. Argatov I.I., Dmitriev N.N. Fundamentals of the Theory of Elastic Discrete Contact. St. Petersburg:

Polytechnics, 2003. 233 p. (in Russian)
3. Popov V.L. Contact Mechanics and Friction. Physical Principles and Applications. Berlin; Heidel-

berg: Springer, 2010. 362 p.
4. Barber J.R. Contact Mechanics. Cham: Springer, 2018. 585 p.
5. Galin L.A. Contact Problems of Elasticity and Viscoelasticity Theories. Moscow: Nauka, 1980.

304 p. (in Russian)
6. Johnson K.L. Contact Mechanics. Cambridge: Univ. Press, 1985. 452 p.
7. Goryacheva I.G., Tsukanov I.Y. Development of discrete contact mechanics with applications to

study the frictional interaction of deformable bodies // Mech. Solids, 2020, vol. 55, pp. 1441–1462.
8. Ufland Ya.S. Integral Transforms in Problems of the Elasticity Theory. Leningrad: Nauka, 1967.

402 p. (in Russian)
9. Vorovich I.I., Aleksandrov V.M., Babeshko V.A. Nonclassical Mixed Problems of the Theory of Elas-

ticity. Moscow: Nauka, 1974. 456 p. (in Russian)
10. Aleksandrov V.M., Mhitaryan S.M. Contact Problems for Bodies with Thin Coatings and Stringers.

Moscow: Nauka, 1983. 488 p. (in Russian)
11. Chu E. Discrete and Continuous Fourier Transforms: Analysis, Applications and Fast Algorithms.

Boca Raton: CRC Press, 2008. 423 p.
12. Brigham E.O. The Fast Fourier Transform and Its Applications. Englewood Cliff: Prentice Hall,

1988. 448 p.
13. Wang Q.J., Zhu D. Interfacial Mechanics: Theories and Methods for Contact and Lubrication.

Boca Raton: CRC Press, 2019. 636 p.
14. Wang Q.J., Sun L., Zhang X. et al. FFT-based methods for computational contact mechanics //

Front. Mech. Engng., 2020, vol. 6(61), pp. 92–113.
15. Kravchuk A.S., Neittaanmäki P.J. Variational and Quasi-Variational Inequalities in Mechanics.

Dordrecht: Springer, 2007. 329 p.
16. Wriggers P. Computational Contact Mechanics. Berlin: Springer, 2006. 518 p.
17. Yastrebov V.A. Numerical Methods in Contact Mechanics. N.Y.: ISTE/Wiley, 2013. 416 p.
18. Eck C., Jarušek J., Krbec M. Unilateral Contact Problems: Variational Methods and Existence The-

orems. Boca Raton: CRC Press, 2005. 398 p.
19. Sofonea M., Matei A. Mathematical Models in Contact Mechanics. Cambridge: Univ. Press, 2012.

280 p.
20. Capatina A. Variational Inequalities and Frictional Contact Problems. Cham: Springer, 2014. 235 p.
21. Polyak B.T. The conjugate gradient method in extremal problems // USSR Comput. Math. Math.

Phys, 1969, vol. 9, no. 4, pp. 94–112.
22. Dostál Z. Optimal Quadratic Programming Algorithms. With Applications to Variational Inequali-

ties. N.Y.: Springer, 2009. 284 p.



423АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ДИСКРЕТНОГО КОНТАКТА
23. Dostál Z., Kozubek T., Sadowská M. et al. Scalable Algorithms for Contact Problems. N.Y.: Springer,
2016. 340 p.

24. Polonsky I.A., Keer L.M. A numerical method for solving rough contact problems based on the
multi-level multi-summation and conjugate gradient techniques // Wear, 1999, vol. 231, no. 2,
pp. 206–219.

25. Bobylev A.A. Application of the conjugate gradient method to solving discrete contact problems for
an elastic half-plane // Mech. Solids, 2022, no. 2. (In Press)

26. Beale E.M.L. A derivative of conjugate gradients // in: Numerical Methods for Nonlinear Optimi-
zation. London: Acad. Press, 1972, pp. 39–43.

27. Lions J.L., Magenes E. Non-Homogeneous Boundary Value Problems and Applications. Ber-
lin;Heidelberg: Springer, 1972. 360 p.

28. McLean W. Strongly Elliptic Systems and Boundary Integral Equations. Cambridge: Univ. Press,
2000. 357 p.

29. Sauter S.A., Schwab C. Boundary Element Methods. Berlin;Heidelberg: Springer, 2011. 652 p.
30. Hsiao G.C., Wendland W.L. Boundary Integral Equations. Berlin; Heidelberg: Springer, 2008.

620 p.
31. Aleksandrov V.M., Chebakov M.I. Introduction into Contact Interaction Mechanics. Rostov-on-

Don: TsVVR, 2007. 114 p. (in Russian)
32. Khludnev A.M. Elasticity Problems in Non-smooth Domains. Moscow: Fizmatlit, 2010. 252 p.

(in Russian)
33. Sanchez-Palencia E. Non-homogeneous Media and Vibration Theory. Berlin: Springer, 1980.

398 p.
34. Serov V. Fourier Series, Fourier Transform and Their Applications to Mathematical Physics. Cham:

Springer, 2017. 534 p.
35. Gwinner J., Stephan E.P. Advanced Boundary Element Methods. Treatment of Boundary Value,

Transmission and Contact Problems. Cham: Springer, 2018. 652 p.
36. Rjasanow S., Steinbach O. The Fast Solution of Boundary Integral Equations. N.Y.: Springer, 2007.

284 p.
37. Steinbach O. Numerical Approximation Methods for Elliptic Boundary Value Problems: Finite and

Boundary Elements. N.Y.: Springer, 2008. 386 p.


	СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
	REFERENCES


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


