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Решена задача о построении равномерных асимптотик дальних полей внутренних
гравитационных волн от начального возмущения линий равной плотности радиаль-
ной симметрии. Рассмотрено постоянное модельное распределение частоты плавуче-
сти и с помощью преобразования Фурье–Ханкеля получено аналитическое решение
задачи в виде суммы волновых мод. Получены равномерные асимптотики решений,
описывающие пространственно-временные характеристики возвышения изопикн
(линий равной плотности), вертикальной и горизонтальной (радиальной) компо-
нент скорости. Асимптотики отдельной волновой моды основных компонент вол-
нового поля выражаются через квадрат функции Эйри и ее производные. Проведено
сравнение точных и асимптотических результатов, и показано, что на временах по-
рядка десяти и более периодов плавучести равномерные асимптотики позволяют
эффективно рассчитывать дальние волновые поля.
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1. Введение. В экспериментальных и натурных наблюдениях внутренних гравитаци-
онных волн (ВГВ) в природных стратифицированных средах (океан, атмосфера), а
также при рассмотрении большого числа конкретных задач накоплен большой факти-
ческий материал, который нуждается в теоретическом осмыслении [1–3]. Волновые
движения в этих средах могут возникать как вследствие естественных причин, так и
порождаться искусственными источниками возмущений [4, 5]. Основные результаты
решений задач о генерации ВГВ представляются в самой общей интегральной форме,
и в этом случае полученные интегральные решения требуют разработки асимптотиче-
ских методов их анализа, допускающих качественный анализ и проведение экспресс
оценок получаемых решений [5–7]. Решения в линейной постановке посредством
преобразования Фурье позволяют рассчитывать волновые поля численным интегри-
рованием [2, 3, 5, 8–11]. Однако, по мере увеличения времени и расстояния от источ-
ников возмущений необходимо вычислять интегралы от все более и более осциллиру-
ющих функций, и численные расчеты делаются трудоемкими. Кроме того, получить
из численных расчетов качественное описание уходящих от источника ВГВ, их эво-
люцию во времени и пространстве, зависимость от характеристик источника практи-
чески либо невозможно, либо это требует больших расчетов. В то же время асимпто-
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тические выражения для волновых полей записываются через известные специальные
функции, и их качественный анализ, как правило, не вызывает затруднений [6, 7, 12, 13].
Кроме того, найденные асимптотики позволяют перейти к более реалистической си-
туации сред, параметры которых медленно меняются по горизонтали и времени, так
как наличие явных аналитических конструкций позволяет учесть изменение парамет-
ров среды вдоль трассы распространения ВГВ посредством соответствующего измене-
ния аргументов, описывающих поле специальных функций, а также амплитудных фа-
зовых множителей [5, 14–16]. Одной из основных используемых моделей генерации
можно считать предположение о возбуждении пакетов ВГВ импульсным воздействи-
ем различной физической природы [1, 4, 17–19]. Для проведения прогнозных расче-
тов ВГВ параметры моделей волновой генерации подбираются так, чтобы приблизить
смоделированную волновую систему к реально наблюдаемым волновым картинам,
что дает возможность верифицировать эти математические модели.

Целью настоящей работы является построение равномерных асимптотик дальних
полей ВГВ, возбуждаемых начальным возмущением линий равной плотности ради-
альной симметрии в слое стратифицированной среды конечной толщины.

2. Постановка задачи, интегральные формы решений. Поле возвышения изопикн
(линий равной плотности)  в слое стратифицированной среды  в ци-
линдрических координатах  (зависимости от угла нет, ось  направлена вверх) в
приближении Буссинеска определяется из задачи [6, 20]

где далее частота Брента–Вяйсяля (частота плавучести) предполагается постоянной:

 = const. Предполагается, что начальное возмущение изопикн (линий рав-
ной плотности) обладает радиальной симметрией и некоторым распределением по
глубине с одним максимумом, что соответствует качественному характеру наблюдае-
мым в реальных природных средах (океан, атмосфера) нелокальным источникам [1, 4,
17–19]. Решение полученной начально-краевой задачи строится с помощью преобра-
зования Фурье–Ханкеля, и в безразмерных переменных , ,

,  (индекс “*” далее опускается) имеет вид [6, 20, 21]

(2.1)

где  – функции Бесселя нулевого порядка [21]. Используя эти решения, можно по-
лучить выражения для вертикальной  и горизонтальной (радиальной) 
компонент скорости ВГВ, которые имеют вид [20]
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(2.2)

где  – функции Бесселя первого порядка [21].
3. Равномерные асимптотики решений. Функции ,  и  определяют

пространственно-временную структуру основных компонент полей ВГВ. В [20] по-
строены неравномерные асимптотики этих выражений при  вблизи волновых
фронтов отдельной моды. В настоящей работе рассматривается более сложная задача
построения равномерных асимптотик, которые позволяют описать волновые поля
при  как вблизи, так и вдали от волновых фронтов. С этой целью необходимо
заменить в (2.1) функцию Бесселя на ее асимптотику:  ≈  [6, 21].
Получающийся в результате интеграл может быть представлен в виде

где , а при  выбираем . Поскольку  – монотонно возраста-

ющая функция переменной , то фазовая функция  интеграла  не имеет стаци-

онарных точек на действительной оси, поэтому при больших значениях ,  интеграл 

экспоненциально мал. Оценим далее интеграл . Обозначим  – мак-
симальную групповую скорость отдельной моды ВГВ [1, 6]. Тогда при  фа-
зовая функция  имеет две стационарные точки на действительной оси:

 = . Вблизи волнового фронта каждой моды, то есть при ,
эти две стационарные точки сливаются друг с другом, а также с точкой ветвления при

. При  две стационарные точки  располагаются на мнимой оси. Для

построения равномерной (по параметру ) асимптотики интеграла , позволя-
ющей описывать дальние волновые поля как вблизи, так и вдали от волновых фронтов
необходимо выполнить регулярную замену переменной , переводящую фазо-
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где функция  – регулярная функция переменной . Действительно, по построению
функция  является нечетной регулярной функцией, принимающей положи-
тельные значения при . Поэтому  – четная регулярная функция,  –
четная регулярная функция, принимающая только положительные значения,  –
четная регулярная функция, и, следовательно,  – регулярная функция как произве-
дение трех регулярных функций. Тогда, в соответствии с общей схемой построения
равномерных асимптотик (метода эталонных интегралов) функцию  можно пред-

ставить в виде [6, 7, 22–24]: , где  – интерполя-
ционный многочлен Лагранжа для функции , построенный по точкам ,
и  – регулярная функция. В результате можно получить

Интеграл IP вычисляется аналитически [7, 20, 22–24]

С помощью интегрирования по частям можно показать, что для IR справедлива оцен-
ка: . В силу нечетности функции  можно получить: ,

 = . Тогда главный член равномерной (по па-
раметру ) асимптотики отдельной волновой моды при  имеет вид

(3.1)

Равномерные асимптотики для функций  и  при  вычисляются
аналогично, и имеют вид

(3.2)

4. Результаты численных расчетов. Для численных расчетов в начальном распреде-
лении возвышения изопикн (линий равной плотности) предполагается, что функции

,  нормированы на свои максимальные по модулю значения. В качестве мо-
дельного, можно рассмотреть следующее радиальное распределение начального воз-

мущения изопикн:  и представление функции ,
, . Использованные пространственные масштабы и характер изменчиво-

сти начального возмущения изопикн соответствуют типичным горизонтальным и вер-
тикальным масштабам нелокальных источников возбуждения ВГВ в океане [1, 4, 5, 20].
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Рис. 1. Первая мода возвышения изопикн, точное решение и равномерная асимптотика.
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На рис. 1 представлены результаты расчетов функции , (первая мода возвыше-
ния) при значениях  (верхний рисунок) и  (нижний рисунок). Здесь и да-
лее сплошная линия – результаты точных численных расчетов по формулам (2.1)–
(2.2), штриховая линия – расчеты по формулам (3.1)–(3.2). Точкой отмечено положе-
ние волнового фронта. На рис. 2 представлены результаты расчетов функции 
(первая мода вертикальной скорости) при значениях  (верхний рисунок) и 
(нижний рисунок). На рис. 3 представлены результаты расчетов функции , (пер-
вая мода горизонтальной (радиальной) компоненты скорости) при значениях 

1( , )g r t
= 30t = 70t

1( , )p r t
= 30t = 70t

1( , )q r t
= 30t
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Рис. 2. Первая мода вертикальной скорости, точное решение и равномерная асимптотика.
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(верхний рисунок) и  (нижний рисунок). Из представленных результатов видно
хорошее совпадение точных и асимптотических формул при больших значениях , .
Как показывают численные расчеты, на временах порядка десяти и более периодов
частоты плавучести, построенные равномерные асимптотики волновых мод позволяет
с хорошей степенью рассчитывать дальние поля ВГВ как вблизи, так и вдали от волно-
вых фронтов.

= 70t
r t
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Рис. 3. Первая мода горизонтальной (радиальной) скорости, точное решение и равномерная асимптотика.
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Заключение. В работе для заданного начального возмущения изопикн (линий рав-
ной плотности), обладающего радиальной симметрией и вертикальным распределе-
нием с одним максимумом, построены равномерные асимптотические решения, опи-
сывающие динамику пакетов ВГВ на больших временах и расстояниях. Равномерные
асимптотики отдельной волновой моды компонент волнового поля выражаются через



213РАВНОМЕРНЫЕ АСИМПТОТИКИ ПОЛЕЙ 
квадрат функции Эйри и ее производные и позволяют рассчитывать пространствен-
но-временные характеристики возвышения изопикн, вертикальной и горизонтальной
(радиальной) компонент скорости как вблизи, так и вдали от волновых фронтов. Ис-
пользованное в качестве начального модельное распределение возвышения может
адекватно описать различные физически обоснованные механизмы генерации паке-
тов ВГВ в природных стратифицированных средах. Полученные результаты позволя-
ют аналитически представить как возвышение изопикн, так и все компоненты скоро-
стей возбуждаемых ВГВ. Полученные равномерные асимптотики дальних полей ВГВ
дают возможность эффективно рассчитывать основные характеристики волновых по-
лей, и, кроме того, качественно анализировать полученные решения, что важно для
правильной постановки математических моделей волновой динамики природных
стратифицированных сред. Полученные асимптотические результаты с различными
значениями входящих в них физических параметров позволяют провести оценку ха-
рактеристик начальных возмущений, наблюдаемых в реальных условиях.
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Uniform Asymptotics of Internal Gravity Waves Fields from Initial Radially
Symmetric Perturbation
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The problem of constructing uniform asymptotics of the internal gravity waves far fields
from a nonlocal source of radial symmetry perturbations that f lared up at the initial time is
solved. The constant model distribution of the buoyancy frequency is considered and an an-
alytical solution of the problem in the form of a sum of wave modes is obtained using the
Fourier–Hankel transform. Uniform asymptotics of solutions are obtained, which describe
the space-time characteristics of the elevation of isopycn (lines of equal density), vertical
and horizontal (radial) velocity components. The asymptotics of an individual wave mode of
the main components of the wave field are expressed in terms of the square of the Airy func-
tion and its derivatives. A comparison of the exact and asymptotic results is carried out, and
it is shown that, at times of the order of ten or more periods of buoyancy, the uniform as-
ymptotics makes it possible to efficiently calculate the far wave fields

Keywords: stratified medium, internal gravity waves, buoyancy frequency, uniform asymptot-
ics, far fields
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