
ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА 2022, том 86, № 1, с. 121–150

УДК 539.4
МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕРМОУПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО 
ДЕФОРМИРОВАНИЯ ГИБКИХ АРМИРОВАННЫХ ПЛАСТИН

© 2022 г.   А. П. Янковский*

Институт теоретической и прикладной механики им. С.А. Христиановича СО РАН, 
Новосибирск, Россия

*e-mail: lab4nemir@rambler.ru

Поступила в редакцию 27.07.2021 г.
После доработки 10.11.2021 г.

Принята к публикации 25.11.2021 г.

Разработана модель термоупруговязкопластического деформирования композитно-
го материала, перекрестно армированного непрерывными волокнами в произволь-
ных направлениях. Материалы компонентов композиции изотропны, их пластиче-
ское деформирование описывается теорией течения с изотропным упрочнением при
учете зависимости функции нагружения от температуры и скорости деформирова-
ния. Построена математическая модель термоупруговязкопластического изгибного
поведения армированных пластин. Слабое сопротивление поперечным сдвигам та-
ких тонкостенных конструкций учитывается в рамках теории Амбарцумяна, а гео-
метрическая нелинейность описывается в приближении Кармана. Учитывается свя-
занность механической и теплофизической составляющих задачи о динамическом
неупругом деформировании композитных пластин. Температура по толщине кон-
струкций аппроксимируется полиномами разных порядков. Решение сформулиро-
ванной двумерной задачи строится на основе явной численной схемы. Исследовано
термоупруговязкопластическое поведение плоско-перекрестно и пространственно
армированных стеклопластиковых и металлокомпозитных пластин, динамически
изгибаемых под действием воздушной взрывной волны. Показано, что для адекват-
ного определения температуры в таких конструкциях ее необходимо аппроксимиро-
вать полиномами 6–7-го порядков по толщине пластин. Продемонстрировано, что
относительно тонкие композитные пластины нагреваются на 15…30°C, а относи-
тельно толстые – на 1.5…2.5°C. В силу такого малого уровня нагрева армированных
конструкций их динамический расчет при действии нагрузок типа воздушной
взрывной волны можно проводить без учета теплового воздействия при отсутствии
дополнительных источников тепла немеханического происхождения. При этом обя-
зательно необходимо учитывать чувствительность пластических свойств компонен-
тов композиции к скорости их деформирования.
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1. Введение. Тонкостенные армированные конструкции типа пластин и оболочек
широко используются в инженерной практике [1–6]. Современные изделия из компо-
зиционных материалов (КМ) часто подвергаются интенсивному силовому и теплово-
му нагружению [5–7], при котором компоненты композиции могут вести себя не-
упруго [7–10]. Поэтому проблема моделирования термоупругопластического поведе-
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ния КМ-конструкций является актуальной. Однако на данный момент времени
теоретические исследования, выполненные в этом направлении, немногочисленны
[7–11]. Обычно моделируется линейно-упругое поведение КМ-изделий [5–7, 12–16].
Упругопластическое динамическое деформирование слоистых тонкостенных элемен-
тов конструкций с изотропными слоями рассматривалось в [7]. Аналогичное механи-
ческое поведение армированных пластин моделировалось в [17]. Возникающий при
этом тепловой отклик в [7, 17] не учитывался. Однако известно, что высокоинтенсив-
ное кратковременное силовое воздействие на конструкцию может приводить к значи-
тельному выделению тепловой энергии [5]. При наличии же температурного поля
компоненты композиции могут изменить свои физико-механические свойства [18, 19].
Кроме того, при динамическом нагружении пластин и оболочек необходимо учиты-
вать и такой экспериментальный факт [18, 19], как чувствительность пластических
свойств материалов к изменению скорости их деформирования (упруговязкопластич-
ность [20]). Оба эти обстоятельства могут существенно отразиться на неупругом дина-
мическом поведении тонкостенных КМ-конструкций. Некоторые варианты теории
термоупругопластического поведения однородных материалов (в рамках теории пла-
стического течения) рассматривались в [21], но при этом не учитывались их вязкопла-
стические свойства. Упруговязкопластическое деформирование армированных пла-
стин моделировалось в [22], но тепловой отклик при этом не рассматривался. Струк-
турные модели механики композитов, учитывающие влияние теплового воздействия
на упруговязкопластическое поведение материалов композиции, на данный момент
времени не разработаны. Согласно терминологии, принятой в [20], такое деформиро-
вание КМ будем называть термоупруговязкопластическим. При этом следует прини-
мать во внимание и связанность температурной и механической составляющей дина-
мической задачи.

Для учета возможного ослабленного сопротивления тонкостенных КМ-конструк-
ций поперечному сдвигу и расчета волновых процессов, которые возникают в них при
динамическом нагружении, традиционно используют неклассические теории Рейс-
снера [5, 7, 12, 23], Редди [13, 14] или Амбарцумяна [15, 17, 22]. Реже используются бо-
лее точные теории, как правило, базирующиеся на гипотезе ломаной линии [7, 16].

Численное интегрирование физически и геометрически нелинейных динамических
задач для тонкостенных конструкций обычно осуществляют, применяя явные схемы
[7, 17, 22, 24] или неявные методы Ньюмарка [9, 25].

Согласно вышеизложенному, настоящее исследование посвящено моделированию
термоупруговязкопластического динамического деформирования гибких армированных
пластин при учете возможного их слабого сопротивления поперечным сдвигам. Числен-
ное решение возникающих при этом связанных термомеханических задач предполагается
строить на основе явных пошаговых алгоритмов.

2. Численно-аналитическое моделирование термоупруговязкопластического деформи-
рования КМ. Рассматривается КМ, состоящий из матрицы, регулярно усиленной N
семействами волокон в разных направлениях с плотностями армирования  ( ).

Как и в [21, 22], предполагаем, что малые деформации  однородного изотропного

k-го материала композиции можно представить в виде упругих , несжимаемых пла-

стических  и температурных  составляющих:

(2.1)

где  – температура;  – коэффициент линейного температурного расширения k-го
компонента композиции (  – связующее,  – арматура k-го семейства);  –
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начальный момент времени t;  – символ Кронекера; точка – производная по време-

ни t. Упругие деформации  связаны с напряжениями в k-м материале композиции
законом Гука

(2.2)

где

(2.3)

,  – компоненты девиаторов напряжений и упругих деформаций; , ,  –
средние напряжение, деформация и упругая деформация соответственно; ,  –
модуль Юнга и коэффициент Пуассона k-го компонента. При учете термочувстви-
тельности упругих свойств материала величины , , ,  и  в соотношени-
ях (2.1)–(2.3) являются функциями температуры (  и т.д.).

Пластическое течение k-го материала композиции ассоциировано с поверхностью
нагружения , соответствующей условию текучести Мизеса [20–22]:

(2.4)

где

(2.5)

 – компоненты девиатора скорости механических составляющих деформаций;  –
параметр упрочнения (параметр Одквиста);  – интенсивность скоростей деформа-

ций сдвига;  – мгновенный предел текучести при чистом сдвиге, равный значению
интенсивности касательных напряжений  при определенных значениях температу-
ры , интенсивности скорости деформаций  и накопленной пластической дефор-
мации  в текущий момент времени t. Начальная поверхность нагружения

 =  – это обычный предел текучести, зависящий от температу-
ры  и скорости деформирования  [18, 19]. (В этом и следующем разделах, если не
оговорено, по повторяющимся индексам проводится суммирование от 1 до 3.)

С одной стороны, в соотношении (2.4) при учете выражений (2.5) функция  от-
личается от рассмотренной в [22] дополнительным аргументом ; с другой стороны,

 отличается от случая, рассмотренного в [21], наличием аргумента . Поэтому,
повторяя рассуждения из [21, 22], в конечном итоге при учете формул (2.1) и (2.2) по-
лучим определяющие уравнения термоупруговязкопластического деформирования k-
го компонента композиции, которые для удобства дальнейшего изложения целесооб-
разно записать в матричной форме:

(2.6)
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Здесь и далее:

(2.7)

(2.8)

, , ,  – симметричные -матрицы,  – шести-
компонентный вектор-столбец, ненулевые элементы которых имеют выражения

(2.9)

(2.10)

 – касательный модуль сдвига при пластическом деформировании; индекс “т” –
операция транспонирования. По повторяющимся индексам l в равенствах (2.9) сум-
мирования нет. Соотношения (2.10) задают функцию переключения, которая при

 определяет условия термоупругого деформирования, разгрузки или нейтраль-
ного нагружения, а при  – активное нагружение при пластическом деформиро-
вании k-го компонента композиции. Равенства (2.7) задают соответствия между ше-

стью компонентами  ( ) некоторого вектора-столбца  и компонентами сим-

метричного тензора второго ранга  ( ).
Если пластические свойства материала не зависят от скорости деформирования

( ), то уравнения (2.6) при учете соотношений (2.8)–(2.10) редуцируются в опре-
деляющие соотношения термоупругопластического деформирования k-го компонен-
та композиции, которые полностью совпадают с уравнениями, полученными в [21]
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при отсутствии трансляционного упрочнения. Если же рассматривается изотермиче-
ская задача ( ), то уравнение (2.6) редуцируется в матричное соотношение (2.2)
из [22]. При  равенство (2.6) связывает между собой скорости напряжений  и
деформаций  и вторые производные по времени от деформаций . Ранее в [27] на
основе теории дислокаций было получено, что определяющее уравнение вязкопла-
стичности в одномерном случае должно связывать между собой скорости напряжения
и деформации и вторую производную по времени от деформации. Таким образом, со-
отношение (2.6) обобщает определяющие уравнения, полученные в [21, 22], и каче-
ственно полностью соответствует результатам работы [27].

Как и в [22], условия активного нагружения k-го материала композиции можно за-
писать в форме, отличной от выражения (2.10):

(2.11)

Из экспериментов известно [18, 19, 26], что  и, как правило,

 (исключение составляют разве что стали в диапазоне температур
 ≤ 110…120°C), поэтому из соотношений (2.11) вытекает: 1) в упругопластиче-

ском случае (  и ) прирост пластических деформаций возможен только
при увеличении интенсивности касательных напряжений ( ); 2) при постоянстве 

( ) и нечувствительности материала к скорости деформирования ( ) при-
рост пластических деформаций возможен только при увеличении температуры
( ); 3) в изотермическом случае ( ) при отсутствии приращений интенсивно-
сти напряжений ( ) прирост пластических деформаций возможен только при
уменьшении скорости деформирования ( , ). Эти результаты полно-
стью согласуются с известными экспериментальными данными [18, 19, 26].

Как отмечалось во Введении, решение моделируемой задачи предполагается стро-
ить с использованием явных численных схем [7, 22, 24, 28], поэтому значения неиз-
вестных функций будем вычислять в дискретные моменты времени 
( ), где  – шаг по времени. Имея целью воспользоваться ре-
зультатами работы [22], считаем, что при ,  уже известны значения следующих
величин

(2.12)

где r – вектор места. По аналогии с [22] преобразуем второе и третье слагаемые в пра-
вой части соотношения (2.6), используя формулу трапеций, имеющую второй поря-
док точности по  [29]:
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где

(2.14)

Из равенств (2.14) при учете предположений (2.12) получаем, что шестикомпонент-

ный вектор-столбец  и величины ,  в правых частях соотношений (2.13) в те-
кущий момент времени  уже известны. Подставим выражения (2.13) в правую часть
уравнения (2.6), тогда при учете обозначений, аналогичных (2.12), при  будем
иметь

(2.15)

где

(2.16)

 – -матрица;  – шестикомпонентный вектор-столбец.
Матричное равенство (2.15) – это искомое определяющее уравнение для термо-

упруговязкопластического k-го материала композиции. Согласно соотношениям
(2.8)–(2.10) и (2.16), матрицы , ,  и векторы-столбцы ,  зависят от решения
задачи, поэтому уравнение (2.15) является нелинейным. Для его линеаризации, как и в
[22], используем метод, аналогичный методу переменных параметров упругости [24].

Тогда при  на текущей итерации этого метода элементы матрицы  и

вектора  в определяющем уравнении (2.15) будут известны.

Линеаризованное матричное равенство (2.15) формально полностью совпадает с со-
отношением (2.10) в [22]. Поэтому, используя для КМ исходные допущения, анало-
гичные принятым в [22, 30], и повторяя рассуждения из [22], на базе соотношения
(2.15) в рассматриваемый момент времени  на текущей итерации получим следующее
линеаризованное матричное уравнение, характеризующее термоупруговязкопласти-
ческое состояние КМ:

(2.17)

где

(2.18)

,  – шестикомпонентные векторы-столбцы осредненных напряжений  и дефор-
маций  в композиции, по структуре аналогичные (2.7); I – единичная -матрица;

 – относительное объемное содержание связующего в представительном элементе

композиции; B, ,  – -матрицы; ,  – матрицы, обратные -матри-
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Рис. 1. Локальная система координат, связанная с арматурой k-го семейства.
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цам  и H; p, f, g, ,  – шестикомпонентные векторы-столбцы. Элементы матриц

 = ,  =  и вектор-столбцов  =  вычисляются по формулам:

(2.19)

(2.20)

(2.21)

Не выписанные в равенствах (2.20) элементы -матриц  =  и  = 

приведены в табл. (21.40) и (21.44) в [30]. Матрицы  и  определяют преобразова-
ния вектор-столбцов  и  (см. соотношения (2.7)) при переходе от глобальной пря-

моугольной системы координат  к локальной прямоугольной системе , связан-

ной с волокнами k-го семейства. Ось  при этом предполагается направленной
вдоль арматуры и задается двумя углами сферической системы координат  и  (рис. 1).

Направляющие косинусы  между осями  и  ( ) определяются равен-
ствами (2.21). (В выражениях (2.18) и (2.19) опущен верхний индекс n.)

Как и в [22], при выводе соотношений (2.17) и (2.18) попутно получаем линеаризо-
ванные матричные равенства
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Первое равенство (2.22) при  на данной итерации выражает скорости дефор-
маций связующего материала  через скорости осредненных деформаций КМ . Вто-
рое соотношение (2.22) определяет скорости деформаций арматуры k-го семейства 
через скорости деформаций связующего .

Согласно формулам (2.9), (2.10) и (2.18)–(2.21) в момент времени  на текущей ите-

рации матрицы B, ,  и вектор-столбцы p, g,  в равенствах (2.17) и (2.22) извест-
ны. Если тепловое воздействие не учитывается ( ), то соотношение (2.17) при
учете выражений (2.14), (2.16), (2.18) и (2.19) редуцируется в определяющее уравнение
для КМ, полученное в [22] в предположении об упруговязкопластическом поведении
компонентов композиции. Следовательно, соотношение (2.17) обобщает структурные
уравнения, выведенные в [22].

Предположим, что в текущий момент времени  итерационный процесс сошелся с

требуемой точностью, т.е. в соотношении (2.17) известны скорости деформаций КМ .
Тогда по формулам (2.22) последовательно определяем скорости деформаций компо-

нентов композиции , а из равенств (2.15) – скорости напряжений  в этих же мате-
риалах. Используя центральные конечные разности по времени на трехточечном шаб-
лоне , получаем

, (2.23)

где правые части уже вычислены, а в левых частях вектор-столбцы  и  предпола-
гаются уже известными из решения рассматриваемой задачи в предыдущий момент
времени . Следовательно, из равенств (2.23) по явной схеме можем определить на-

пряжения  и деформации  в k-м компоненте композиции в следующий момент
времени . После этого на основании закона Гука (см. формулы (2.2) и (2.3)) с уче-
том соответствий (2.7) при  можем вычислить и упругие деформации

(2.24)

где суммирования по повторяющимся индексам нет.

Из соотношения (2.1) при учете выражения для  в момент времени  будем
иметь

(2.25)

где правые части известны из равенств (2.23), (2.24) и предположения о том, что тем-

пература  уже определена из уравнения теплового баланса для КМ по явной чис-
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ленной схеме (см. ниже), а температурная деформация  известна из решения в

предыдущий момент времени :  =  +  – .
Согласно второму соотношению (2.5), для вычисления параметра Одквиста  при

 имеем равенство

(2.26)

где

(2.27)

В правой части выражений (2.27) значения пластических деформаций уже известны
(см. соотношение (2.25)), а значит в равенстве (2.26) известно последнее слагаемое.
Таким образом, по формуле (2.26) при учете выражений (2.23)–(2.25) и (2.27) можно

рассчитать величину параметра Одквиста  при . С вычислительной точки

зрения такой способ определения величины  удобен тем, что в следующий момент
времени  он не требует уточнения параметра Одквиста в процессе итерационной
процедуры по методу переменных параметров упругости.

3. Теплофизическая структурная модель армированного материала. При моделирова-
нии динамического термоупруговязкопластического деформирования КМ необходи-
мо учитывать связанность механической и теплофизической задач. Поэтому кроме
определяющих механических соотношений (2.17) необходимо использовать закон
теплопроводности Фурье для КМ, который в матричной форме можно записать
так [31]:

(3.1)
где

(3.2)

,  – компоненты вектора теплового потока и градиента температуры ;  –
симметричная -матрица эффективных коэффициентов теплопроводности КМ;

 =  – то же для k-го компонента композиции (в случае изотропного материала

 = , , );  – единичная -матрица;  =  – ортого-

нальная -матрица направляющих косинусов  (см. выражения (2.21));  –
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Рис. 2. Элемент КМ-пластины с ортогональной 2D-структурой армирования (а) и с пространственной
4D-структурой армирования (б).
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Если материалы композиции термочувствительны, то  ( ),
поэтому согласно формулам (3.2), (3.3) и эффективные коэффициенты КМ в выраже-
нии (3.1) зависят от температуры ( , , ).

4. Постановка задачи термоупруговязкопластического изгибного деформирования КМ-
пластины. Рассматриваем динамическое поведение КМ-пластины толщиной 2h (рис. 2),
с которой свяжем декартову прямоугольную систему координат : плоскость  – сре-
динная; ось  – поперечная ( ). Конструкция может быть армирована плоско-
перекрестно (рис. 2а) или пространственно (рис. 2б). Структура армирования в на-
правлении  квазиоднородна.

Для моделирования волновых процессов и возможного слабого сопротивления гиб-
кой КМ-пластины поперечному сдвигу (например в случаях плоско-перекрестных
структур армирования или в случае пространственной структуры армирования, изоб-
раженной на рис. 2б, при сдвиге в плоскости ) используем теорию Амбарцумяна
[15, 17, 22], а геометрическую нелинейность задачи учтем в приближении Кармана.

Замечание. В [22] было показано, что в случае упруговязкопластического деформи-
рования гибкой пластины с произвольными пространственными структурами арми-
рования не удается построить явную схему типа “крест” при использовании теории
Амбарцумяна, если на лицевых поверхностях касательными внешними силами нельзя
пренебречь. Очевидно, что этот результат переносится и на более общий случай тер-
моупруговязкопластического деформирования КМ-пластин. В связи с этим в настоя-
щем исследовании рассматриваем только частные случаи пространственных структур
армирования и нагружения КМ-конструкций, при которых можно использовать яв-
ную численную схему типа “крест”. Поэтому далее предполагаем: исследуется част-
ный, но практически важный случай нагружения пластины, когда на лицевых поверх-
ностях можно пренебречь внешними касательными силами; структура простран-
ственного армирования такова, что если волокно некоторого k-го семейства имеет
наклонное направление ( ; см. соотношения (2.21) и рис. 1), то обязатель-
но найдется другое m-е семейство наклонных волокон с параметрами армирования

,  и  ( , , ), изготовленных из того же мате-
риала, что и волокна k-го семейства. Структуры с такой особенностью армирования
часто встречаются на практике [32]. В частности, к ним относится структура армиро-
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вания, изображенная на рис. 2б, а также структуры с ортогональным пространствен-
ным армированием [32] или структуры с плоско-перекрестным армированием [26]
(см. рис. 2а).

Согласно этому замечанию, в рамках теории Амбарцумяна осредненные деформа-
ции композиции  и перемещения точек КМ-пластины  аппроксимируем форму-
лами [15, 22]:

(4.1)

(4.2)

где  – перемещения точек отсчетной плоскости ( ) в тангенциальных направ-

лениях ; w – прогиб;  – деформации поперечных сдвигов в точках отсчетной плос-
кости; x – вектор места точек этой плоскости;  – оператор частного дифференциро-
вания по координате ;  – область, занимаемая конструкцией в плане. В равенствах (4.1)

и (4.2) неизвестны функции , w и  ( ).
В данной работе моделируется механическое поведение КМ-пластины как гибкой

тонкостенной системы, поэтому поперечное нормальное напряжение  с при-
емлемой для практических приложений точностью можно аппроксимировать так [12]:

(4.3)

где  – нормальные напряжения на нижней (–) и верхней (+) ли-
цевых плоскостях, которые известны из силовых граничных условий.

Матричное определяющее уравнение (2.17) – это система шести алгебраических
уравнений. Согласно соотношениям соответствия, аналогичным (2.7), из третьего
уравнения этой системы в дискретный момент времени  определяем скорость попе-
речной линейной деформации композиции

(4.4)

где ,  ( ) – элементы матрицы B и вектор-столбца p в равенстве (2.17); произ-
водная  известна из выражения (4.3) после дифференцирования по t. Скорости де-
формаций  в правой части равенства (4.4) получаются после дифференцирования по

времени формул (4.1), т.е. выражаются через двумерные функции w, ,  и  ( ).
К кинематическим соотношениям (4.1) и (4.2) необходимо добавить двумерные

уравнения движения гибкой пластины и соответствующие им начальные и граничные
условия, которые общеизвестны [15] (см. формулы (16)–(19) в [17]), поэтому не будем
их здесь приводить.

В случае связанности механической и теплофизической задач термоупруговязко-
пластического деформирования армированных пластин дополнительно необходимо
использовать уравнение теплового баланса для КМ [33, 34]:

(4.5)
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где

(4.6)

,  – объемная плотность k-го компонента композиции и КМ; , c – удельная теп-
лоемкость тех же материалов; W – плотность мощности механической диссипации
КМ. Связь между осредненным вектором теплового потока q и температурой компо-
зиции  задается законом Фурье (3.1) при учете выражений (3.2) и (3.3).

Предполагаем, что на лицевых поверхностях пластины заданы комбинации тепло-
вых граничных условий II и III рода [35]:

(4.7)

где  – коэффициенты теплоотдачи со стороны верхней (+) и нижней (–) лицевых

плоскостей;  – температуры окружающей среды со стороны тех же поверхностей;

– заданные проекции на ось  внешних тепловых потоков через те же поверхности.
На торцевой поверхности  могут быть заданы тепловые граничные условия об-

щего вида

(4.8)

где , ,  имеют тот же смысл, что и аналогичные величины в равенствах (4.7),
только на торцевой поверхности; Γ – контур, ограничивающий область ;  – угол,
задающий направление внешней нормали к Г. В формулах (4.7) и (4.8)  ( ) –
компоненты вектора q (см. выражения (3.2)). Помимо граничных условий (4.7) и (4.8)
в момент времени  необходимо задать начальное условие для температуры .

Для понижения размерности уравнения (4.5) аппроксимируем температуру пласти-
ны  полиномом M-й степени по поперечной координате :

(4.9)

где  ( ) – искомые двумерные функции;  – температура есте-
ственного состояния КМ-конструкции.

Согласно сделанному замечанию, при рассматриваемых структурах армирования
ось  совпадает с одним из главных направлений теплофизической анизотропии
КМ, поэтому

(4.10)

где  – элементы матрицы  в законе Фурье (3.1).
Подставим разложение (4.9) в граничные условия (4.7) и используем соотноше-

ние (3.1) при учете равенств (4.10), тогда после элементарных преобразований получим

(4.11)
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где

(4.12)

 – коэффициенты поперечной теплопроводности КМ на верхней (+) и нижней (–)
лицевых поверхностях. Соотношение (4.12) справедливо в случае термочувствитель-

ности коэффициента  = ; в противном случае  =  =  в силу од-
нородности структуры армирования по толщине пластины.

Система двух уравнений (4.11) при учете соотношений (4.10) и (4.12) содержит
 неизвестных двумерных функции  ( ). Для замыкания этой си-

стемы используем обобщенный метод Галеркина [36], т.е. проинтегрируем уравнение

теплового баланса (4.5) по толщине пластины с весами  ( ), тогда по-
лучим

(4.13)

где

(4.14)

U – удельная внутренняя энергия КМ.
Анализ экспериментальных данных показывает [18, 37], что с приемлемой для

практических приложений точностью в достаточно широком диапазоне температур
теплоемкость k-го компонента композиции  можно аппроксимировать квадратной

параболой от разности  (могут быть использованы и более сложные зависимо-

сти , это не принципиально). Тогда согласно второму равенству (4.6) удель-
ную теплоемкость композиции в случае учета термочувствительности можно предста-
вить в виде

, (4.15)

где

(4.16)

 – коэффициенты разложения удельной теплоемкости k-го компонента компози-

ции  по формуле, аналогичной (4.15).
Из последней формулы (4.14) при учете выражений (4.15) и (4.16) получаем
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где  – величина, не зависящая от температуры. Так как далее интерес представляет
температура КМ , а не внутренняя энергия U, то величину , соответствующую

температуре , можно задать произвольно, например для удобства равной нулю.
Подставим разложение (4.17) в первое равенство (4.14) и учтем формулу (4.9), тогда

получим

(4.18)

где

(4.19)

Если в текущий момент времени t из каких-то соображений известны значения

функций , то система нелинейных (в случае учета термочувствительности) уравне-
ний (4.11) и (4.18) при учете выражений (4.12) и (4.19) замкнута относительно функций

, .
Для получения граничных условий, соответствующих двумерным уравнениям теп-

лового баланса (4.13), необходимо проинтегрировать равенство (4.8) по толщине пла-

стины с весами , тогда с учетом обозначений (4.14) и разложения (4.9) получим

(4.20)

где

(4.21)

Начальные условия для уравнений (4.13) имеют вид

(4.22)

где  – известные двумерные функции, которые вычисляются по первой форму-
ле (4.14) при учете выражения (4.17), в котором  необходимо заменить известной на-
чальной температурой пластины .

Из замкнутой системы двумерных уравнений (4.11) и (4.13) при учете соотноше-
ний (4.14) и (4.18) следует, что число M в разложении (4.9) должно быть не меньше
двух ( ), если учитываются теплофизические граничные условия на лицевых по-
верхностях пластины (см. равенства (4.11)).

5. Метод расчета. Как отмечалось во Введении, для интегрирования рассматривае-
мой задачи будем использовать явные пошаговые численные схемы, определяя реше-
ние в дискретные моменты времени  ( ). В связи с этим считаем, что при
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(5.1)

где

(5.2)

– введены для удобства изложения функции [17, 22].
Производные по времени в механической составляющей исследуемой связанной

термоупруговязкопластической задачи (за исключением левой части первого равен-
ства (2.13)) будем аппроксимировать центральными конечными разностями на трех-
точечном шаблоне , что позволяет разработать явную численную схему.
Заменяя вторые производные по времени от кинематических переменных w,  и  в
уравнениях движения гибкой КМ-пластины их конечно-разностными аналогами и
учитывая выражения (5.2) и обозначения, аналогичные (5.1), получим [22]

(5.3)

где

(5.4)

 – шаг по времени; плотность  определена первой формулой (4.6). Объемные силы
в КМ-пластине не учитываются.

Используя выражения (5.4) и предположения (5.1) в данный момент времени 

можно вычислить все силовые факторы , ,  и внешние нагрузки , входящие
в правые части равенств (5.3). Следовательно, при учете соответствующих граничных
условий [15, 17, 22] из уравнений (5.3) можно вычислить по явной схеме значения не-

известных функций ,  и  в следующий момент времени . После этого по
формулам (4.1) при учете равенств (5.2) определяем осредненные деформации компо-

зиции . Согласно соотношениям (4.1) и (5.1), деформации  уже известны при
, поэтому на основании формул численного дифференцирования по t при учете

выражения (4.4) можно вычислить и скорости деформаций  в каждой точке пласти-
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деляем скорости деформаций компонентов композиции , а из соотношений (2.15)

при учете формул (2.16) – скорости напряжений . Используя аппроксимации (2.23)

при учете предположений (5.1), вычисляем напряжения  и деформации  в k-м
компоненте композиции, затем по формуле (2.26) при учете соотношений (2.24),

(2.25) и (2.27) определяем значение параметра Одквиста  в том же материале в сле-
дующий момент времени при . Согласно равенствам (2.10) и (2.13) параметр пере-

ключения  при  зависит от , поэтому в текущий момент времени  опреде-
ляющее соотношение (2.15) (или (2.6)) необходимо итерационно уточнять по методу
переменных параметров упругости [24]. Проведенные расчеты показывают, что для
получения приемлемой в практических приложениях точности достаточно использо-
вать две итерации на каждом шаге по времени.

Для интегрирования теплофизической составляющей рассматриваемой задачи бу-
дем также использовать явную схему, но на двухточечном шаблоне по времени

. Тогда система двумерных уравнений теплового баланса (4.13) при учете обо-
значений, аналогичных (5.1), примет вид [28]:

(5.5)

На основании формул (4.14) при учете предположений (5.1) в текущий момент вре-
мени  можно вычислить правые части в равенствах (5.5), а затем по явной схеме при

учете соотношений (4.20), (4.21) определяем значения функций  в следующий мо-
мент времени . Далее, рассматривая при  уравнения (4.11) и (4.18) (в которых
правые части уже известны) при учете обозначений (4.12) и (4.19), определяем коэф-

фициенты разложения температуры  ( ) в формуле (4.9). В случае учета
термочувствительности материалов композиции система уравнений (4.11) и (4.18) не-
линейна. Для ее линеаризации можно использовать метод переменных теплофизиче-
ских параметров, аналогичный методу переменных параметров упругости [24]. Расче-
ты показали, что для сходимости такого итерационного процесса с приемлемой для
приложений точностью достаточно использовать две–три итерации.

Согласно структуре левых частей уравнений (5.3) и (5.5), для начала расчетов по

предложенной численной схеме необходимо предварительно знать функции , , 

( ) и . При этом функции , ,  и  ( ) определяются из на-
чальных условий (см. равенства (4.22) и формулы (18) в [17]). Если при  КМ-пла-

стина покоится в естественном состоянии и внешние нагрузки отсутствуют (  =

=  = 0), то по формуле Тейлора с точностью  получаем  ≈ 0,  ≈ 0, 
[17, 22].

Заменяя в уравнениях (5.3) и (5.5) производные  их конечно-разностными ана-
логами и присоединяя к этим уравнениям необходимые граничные условия (см. ра-
венства (4.20) и (4.21), а также формулы (19) в [17]) окончательно получим явную по-
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шаговую схему численного интегрирования связанной задачи термоупруговязкопла-
стического деформирования гибкой КМ-пластины.

6. Обсуждение результатов расчетов. В качестве конкретных примеров рассмотрим
неизотермическое динамическое поведение прямоугольных удлиненных пластин ( :

, , ) толщиной  см и разной ширины 2b. По всему контуру Γ
конструкции жестко закреплены ( , , ,  [22]) и в начальный
момент времени  покоятся ( , , , ,  [22]) при

температуре естественного состояния (  = const, , , ). Со сто-
роны нижних лицевых поверхностей пластины нагружаются давлением, порожден-
ным воздушной взрывной волной [25]:

(6.1)

где смысл параметров нагрузки , ,  и  вполне очевиден и подробно описан
в [22]. Из последних соотношений (6.1) следует, что при  колебания КМ-кон-
струкций можно рассматривать как свободные. Согласно экспериментальным дан-
ным [25], в расчетах примем  мс и  мс.

Через лицевые поверхности ( ) реализуется конвективный теплообмен с

окружающей средой ( ) в условиях естественной конвекции (  = 30 Вт/(м2 К)
[38]) при температуре воздуха, равной температуре естественного состояния пластин:

 =  = 20°С (см. равенства (4.7) и (4.11)). На торцевых поверхностях заданы гра-
ничные условия I рода, причем температура конструкций поддерживается равной
температуре их естественного состояния: ,  (см. соотношения (4.8),
(4.20) и (4.21)).

Пластины изготовлены из высокопрочного магниевого сплава ВТ65 [18] и армиро-
ваны высокопрочной стальной проволокой У8А [26] (металлокомпозиция) или из
эпоксидной смолы [39] и усилены стекловолокнами [26] (стеклопластик). Упругопла-
стическое деформирование материалов композиции на стадии активного нагружения
при постоянстве скорости деформации  и температуры  характеризуется диаграм-
мой с линейным упрочнением

(6.2)

где  и  – напряжение и деформация при растяжении – сжатии,  =  –

модуль упрочнения k-го компонента композиции,  =  – предел текучести
того же материала при фиксированной температуре ( ) и скорости деформа-
ции ( ). Физико-механические характеристики материалов композиции при-
ведены в табл. 1, где  – скорость звука,  – удвоенная температу-
ропроводность, а в скобках указана температура ( , °С), при которой определено зна-
чение соответствующей характеристики. Во второй и третьей частях табл. 1 (для

 с–1 и  с–1) приведены только те значения характеристик пластических
свойств материалов, которые отличаются от данных, указанных в первой части (при

 с–1). При этом предполагается, что в рассматриваемом диапазоне измене-
ния скорости деформации  теплофизические и упругие характеристики компонентов
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композиции практически не зависят от  [18, 19]. Зависимости всех физико-механиче-
ских характеристик от температуры  в расчетах аппроксимировались линейно по
данным, представленным в табл. 1, а аппроксимации зависимостей характеристик
пластических свойств от  подробно описаны в [22].

Для проведения расчетов по пространственным переменным  и  вводилась рав-
номерная сетка  = b/50, а шаг по времени  выбирался равным 0.25 мкс. Рас-
сматривались относительно тонкие (  см,  = 1/50) и относительно толстые
(  см,  = 1/10) КМ-пластины, для которых

(6.3)

Для обеспечения устойчивости явной схемы (5.3) необходимо выполнение условий
Куранта–Фридрихса–Леви:  и  [7], а для устойчивости явной схемы

(5.5) необходимо, чтобы  [28]. Согласно числовым данным, полученным
в (6.3), указанные отношения существенно превосходят соответствующие значения 
и  для материалов композиций, представленные в табл. 1. Следовательно, аналогич-
ные необходимые условия устойчивости явной схемы (5.3)–(5.5) будут с запасом вы-
полняться и для рассматриваемых композиций. Отметим, что схема (5.5) имеет пер-
вый порядок точности по  [28], однако малый шаг по времени (  мкс), гаран-
тирующий устойчивость всей численной схемы в целом (см. уравнения (5.3) и (5.5)),
обеспечивает вполне приемлемую для практических расчетов точность.

Структуры армирования однородны, т.е. , , ,
 (см. рис. 1). Рассматриваются два типа структур: 1) плоское ортогональное

армирование (рис. 2а), когда два ( ) семейства волокон уложены по направлени-
ям  и  с плотностями армирования  и ; 2) пространственное 4D-
армирование (рис. 2б), когда два первых семейства волокон укладываются по направ-
лениям  и , а третье и четвертое семейства – наклонно по направлениям, опре-
деляемым углами (см. рис. 1): , ,  (на рис. 2б угол

). Во второй структуре плотности армирования имеют значения: ,
, . В обоих случаях армирования общий расход арматуры оди-

наков.

Для выяснения вопроса о выборе значения M в разложении (4.9), обеспечивающем
приемлемую точность расчетов температуры , рассмотрим зависимости от M макси-
мальных значений  =  ( , , ; расчеты прово-

дились на интервале времени  с). На рис. 3 изображены указанные зависи-
мости для относительно тонких (  см) стеклопластиковых пластин (рис. 3а), рас-
считанные при  МПа (см. соотношения (6.1)), для относительно толстых
(  см) стеклопластиковых конструкций при  МПа (рис. 3б) и для относи-
тельно тонких металлокомпозитных пластин при  МПа (рис. 3в). При ука-
занных нагрузках  во всех КМ-конструкциях возникают пластические деформа-
ции. На рис. 3 значению  условно соответствует случай, когда тепловое влияние

вообще не учитывается, поэтому принято, что  =  = 20°С. Номера кривых на
рис. 3 совпадают с номерами структур армирования; кривые, номера которых помече-
ны штрихом, рассчитаны без учета влияния скорости деформирования на пластиче-
ские свойства материалов композиции – термоупругопластический расчет (при этом
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Таблица 1. Физико-механические характеристики материалов композиций [18, 26, 39]

Характеристика 
материала

Эпоксидная
смола

Стеклянные
волокна

Магниевый сплав 
ВМ65 (Mg)

Стальная 
проволока У8А

 c–1

, кг/м3 1210.0 (20) 2520.0 (20) 1800.0 (20) 7800.0 (20)
1208.0 (40) 2519.6 (80) 1796.2 (100) 7791.8 (100)

, ГПа 2.8 (20) 86.8 (20) 43.0 (20) 210.0 (20)
2.3 (40) 86.3 (80) 38.5 (100) 195.0 (100)
0.330 (20) 0.250 (20) 0.330 (20) 0.300 (20)
0.333 (40) 0.254 (80) 0.334 (100) 0.305 (100)

, МПа 20 (20) 4500 (20) 267 (20) 3968 (20)
18 (40) 4400 (80) 219 (100) 3971 (200)
1.114 (20) 6.230 (20) 0.379 (20) 6.973 (20)
0.783 (40) 5.168 (80) 0.367 (100) 5.014 (200)

, Вт/(м K) 0.243 (20) 0.89 (20) 117.23 (20) 42.7 (20)
0.240 (40) 0.86 (80) 121.42 (100) 41.7 (100)

, K–1 68.1 (20) 2.5 (20) 20.9 (20) 12.3 (20)
70.3 (40) 2.6 (80) 22.6 (100) 13.2 (100)

, кДж/(кг K) 1.54 (20) 0.800 (20) 1.032 (20) 0.485 (20)
1.60 (40) 0.839 (80) 1.054 (100) 0.488 (100)

, м/с 1521 (20) 5869 (20) 4888 (20) 5189 (20)
1380 (40) 5852 (80) 4635 (100) 5003 (100)

, м2/с  (20)  (20)  (20)  (20)

 (40)  (80)  (100)  (100)

 с–1

, МПа – – 306 (20) –
– – 243 (100) –

, МПа – – 0.589 (20) –
– – 0.596 (100) –

 с–1

 МПа 22.0 (20) 4600 (20) 385 (20) 4100 (20)
19.5 (40) 4550 (80) 340 (100) 4075 (200)

, ГПа 1.238 (20) 6.314 (20) 1.010 (20) 7.035 (20)
0.853 (40) 5.458 (80) 0.625 (100) 6.158 (200)
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использовались данные из табл. 1, соответствующие случаю квазистатического нагру-

жения:  с–1). Кривые 2 и 2' на рис. 3б визуально почти не различаются.

Поведение всех кривых на рис. 3 свидетельствует о том, что при переходе от значе-
ния  к  приращение величины  становится практически пренебрежи-
мо малым. При значениях  линеаризованная система уравнений (4.11) и (4.18)
(при учете выражений (4.19)), из которой в каждый момент времени определяются ко-
эффициенты разложения температуры (4.9), является плохо обусловленной, в резуль-

−ε = ×�

45 10

= 6M = 7M Θmax
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Рис. 3. Зависимость максимального значения температуры от порядка аппроксимирующего полинома в от-
носительно тонкой (а) и толстой (б) стеклопластиковых пластинах и в относительно тонкой металлокомпо-
зитной конструкции (в).
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тате чего зависимость  становится расходящейся. Поэтому кривые на рис. 3
при  не изображены.

Традиционно принято считать, что для проведения практических расчетов с прием-
лемой точностью в тонкостенных конструкциях вполне достаточно использовать ли-
нейное ( ) или квадратичное ( ) распределение температуры по их толщине
[5, 14]. Сравнение же ординат точек на кривых рис. 3 при  или  и при

 показывает, что в случаях неупругого динамического изгибного деформирова-
ния КМ-пластин линейное и квадратичное распределение температуры в них приво-
дит к существенному занижению максимальных расчетных значений температуры.
Для получения же адекватных расчетов температурных полей в таких случаях дефор-
мирования тонкостенных КМ-конструкций температуру в них по толщине следует
аппроксимировать полиномами 6-го или 7-го порядков (см. разложение (4.9) при

 или ).
Для получения более наглядного представления о различии температурных полей,

рассчитанных в рассматриваемых КМ-пластинах при  и , на рис. 4 изоб-
ражены осцилляции наибольших значений температуры  =  в
зависимости от времени t. Кривые на рис. 4а–в рассчитаны для тех же КМ-конструк-
ций, что и на рис. 3а–в соответственно, но на рис. 4, чтобы его не загромождать, пред-
ставлены зависимости  только для пластин с 2D-структурами армирования.
Все кривые на рис. 4 рассчитаны по термоупруговязкопластической теории; сплош-
ные кривые 1 соответствуют случаю , а штриховые линии 2 – . Сравнение
кривых 1 и 2 на рис. 4 свидетельствует о том, что расчет зависимости  в про-
стейшем случае при  лишь качественно (причем весьма приближенно), но не
количественно, позволяет определить осцилляции максимальных значений темпера-
туры в рассматриваемых КМ-пластинах.

Поведение кривых на рис. 4а и 4в демонстрирует, что максимальные значения тем-
пературы в относительно тонких КМ-конструкциях достигаются в моменты времени
(на рис. 4а – при  мс, а на рис. 4в – при  мс), которые много больше време-
ни действия внешней интенсивной кратковременной нагрузки, т.е. значительно боль-
ше  мс (см. выражения (6.1)). Отметим, что в некоторых расчетах, выполнен-
ных при  и , наблюдалось существенное различие моментов времени, в
которые достигается наибольшее значение температуры . Следовательно, ис-
пользование простейшей аппроксимации температуры по толщине КМ-пластины
(при ) может приводить к неверному определению момента времени, в который
температура конструкции достигает максимального значения.

Поведение же кривых на рис. 4б показывает, что в случае относительно толстых
стеклопластиковых пластин зависимости  при разных M достигают своих
наибольших значений на первой осцилляции, т.е. в моменты времени, близкие к

 мс. Качественно аналогичное поведение зависимостей  при  и
 наблюдается и в случае относительно толстых металлокомпозитных пластин

(при  МПа), поэтому соответствующие кривые на рис. 4 не приведены.
На рис. 5 изображены осцилляции максимальных значений интенсивности деформа-

ций связующего материала  рассматриваемых композиций (  = ,

, , ). Кривые на рис. 5а–в получены для тех же КМ-пластин, что и
на рис. 3а–в соответственно. Номера кривых на рис. 5 имеют тот же смысл, что и на
рис. 3. Все кривые на рис. 5 рассчитаны при значении  (см. разложение (4.9)).

В работе [22] рассматривались только относительно толстые КМ-пластины. На
рис. 5а, 5в и 5г представлены результаты расчетов относительно тонких стеклопласти-
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Рис. 4. Зависимости от времени наибольших значений температуры в относительно тонкой (а) и толстой (б)
стеклопластиковых пластинах и в относительно тонкой металлокомпозитной конструкции (в), рассчитан-
ные с использованием разных аппроксимаций температурного поля в поперечном направлении.
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ковых и металлокомпозитных пластин соответственно, а на рис. 5б – относительно
толстых стеклопластиковых конструкций. Сравнение кривых 1 и 1' на рис. 5а–в пока-
зывает, что расчет по термоупругопластической теории (кривые 1') приводит к суще-

ственному завышению наибольших значений  как в относительно тонких, так и в
относительно толстых КМ-пластинах по сравнению с расчетами, выполненными по
термоупруговязкопластической теории (кривые 1), даже в случаях, когда пластиче-
ские свойства компонентов композиции весьма слабо зависят от скорости деформи-
рования, как это имеет место в случае стеклопластиковой композиции (см. табл. 1).

Несмотря на то, что кривые 1 и 1' на рис. 5а–в существенно различаются, аналогич-
ные кривые 1 и 1' на рис. 3а–в различаются незначительно. Следовательно, неучет
чувствительности пластических свойств материалов композиции к скорости дефор-
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Рис. 5. Зависимость от времени максимального значения интенсивности деформаций связующего в отно-
сительно тонкой (а) и толстой (б) стеклопластиковых пластинах и в относительно тонкой металлокомпо-
зитной конструкции при 2D-структуре (в) и при 4D-структуре армирования (г).
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мирования не оказывает настолько существенного влияния на температурное поле в
КМ-конструкции, как на деформированное состояние компонентов композиции в них.

Сравнение кривых 1 и 2 на рис. 5б свидетельствует о том, что в относительно тол-
стой стеклопластиковой пластине замена традиционной 2D-структуры армирования
(см. рис. 2а) на пространственную структуру 4D-армирования (см. рис. 2б) позволяет
существенно уменьшить интенсивность деформаций связующего материала, но при
этом, согласно поведению кривых 1 и 2 на рис. 3б, увеличивается максимальное зна-
чение температуры  в КМ-пластине. Однако это увеличение значения  неве-
лико и составляет примерно 0.5°С.

Аналогичная замена структур армирования в относительно тонкой стеклопласти-
ковой пластине также приводит к уменьшению наибольшего значения интенсивности
деформаций связующего материала в ней. Однако это уменьшение практически пре-
небрежимо мало, поэтому соответствующая кривая 2 на рис. 5а не изображена, чтобы
его не загромождать. В случаях металлокомпозитных пластин как относительно тон-
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ких, так и относительно толстых указанная замена структур армирования является не-
эффективной, так как приводит к увеличению интенсивности деформаций связующе-
го материала (ср. поведение кривых 1 и 2 на рис. 5в и 5г).

Поведение кривых на рис. 4а–в и 5а–в качественно схоже. Так, на рис. 5б наиболь-

шее значение зависимости  достигается на первой осцилляции при  мс;
аналогично и на рис. 4б наибольшее значение зависимости  достигается на пер-
вой осцилляции в тот же момент времени, т.е. примерно тогда, когда внешняя нагруз-
ка достигает своего наибольшего значения (см. формулу (6.1)). Наибольшие же значе-

ния величин  и  на рис. 4а, 4в, 5а и 5в достигаются в моменты времени, суще-
ственно превосходящие значение , т.е. после прекращения действия внешней
нагрузки. При этом моменты времени, в которые достигаются наибольшие значения

величин  и  не совпадают.
Тот факт, что при нелинейном динамическом деформировании тонкостенных КМ-

конструкций деформации могут достигать своих наибольших значений значительно
позже времени прекращения действия кратковременной интенсивной нагрузки, был
обнаружен еще в [12] для упругих оболочек.

Сравнение кривых с одинаковыми номера на рис. 5а и 5б показывает, что наиболь-
шие значения интенсивности деформаций связующего материала в стеклопластико-
вых пластинах разной относительной толщины сопоставимы между собой. Однако со-
поставление аналогичных кривых на рис. 3а и 3б свидетельствует о том, что относи-
тельно толстая конструкция (см. рис. 3б) нагревается существенно меньше, чем
относительно тонкая (см. рис. 3а). Объясняется это тем, что в относительно толстой
КМ-конструкции наиболее интенсивное деформирование материалов компонентов
композиции происходит в узких зонах в окрестности жестко закрепленных кромок.
При этом в указанных зонах доминируют деформации поперечных сдвигов. В относи-
тельно же тонких пластинах наиболее интенсивно деформируется основная часть
конструкции (удаленная от опорных кромок), в которой доминируют изгибные де-
формации. Поэтому в относительно тонких КМ-пластинах механическая энергия бо-
лее активно диссипирует в тепловую энергию, чем в относительно толстых конструк-
циях даже при сопоставимых уровнях максимальных деформаций в их компонентах
композиции.

Все обсуждаемые выше результаты были получены при учете термочувствительно-
сти компонентов композиции. Расчеты, проведенные без учета термочувствительно-
сти (при использовании значений характеристик компонентов композиции, приве-

денных в табл. 1 для температуры естественного состояния  = 20°С), показывают,

что зависимости  и  при этом визуально не отличаются от кривых, изобра-
женных на рис. 3, 4а–в и 5а–в. Объясняется это малым приращением температуры
при динамическом деформировании КМ-пластин (всего на 2…30°С) под воздействи-
ем воздушной взрывной волны. Подчеркнем, что аналогичный (порядка 10°С) уро-
вень нагрева образцов из однородных материалов наблюдается и в экспериментах по
ударному нагружению [19].

В связи с малым уровнем нагрева рассматриваемых конструкций целесообразно
сравнить полученные выше результаты с расчетами, выполненными по упруговязко-
пластической теории [22], т.е. при полном неучете теплового воздействия. Было уста-
новлено, что для рассматриваемых КМ-пластин результаты таких расчетов по проги-
бам (соответствующие зависимости не изображены) визуально не отличаются от рас-
четов, выполненных по термоупруговязкопластической теории. Однако для

зависимостей  наблюдается некоторое различие. Так, кривая 2 на рис. 5г получе-
на при учете теплового воздействия, а кривая 2'' – без учета этого воздействия. Видно,
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что в этом случае уже в окрестности начального момента времени проявляется замет-
ное различие в поведении кривых 2 и 2'', однако ординаты точек глобальных максиму-
мов на этих кривых, которые достигаются в момент времени  мс, различаются

всего на 1.4%. Аналогичное пренебрежимо малое различие зависимостей , рас-
считанных с учетом и без учета теплового воздействия, наблюдается во всех остальных
рассмотренных выше случаях, причем с увеличением времени это различие становит-
ся все более заметным, но по-прежнему остается пренебрежимо малым.

На рис. 5 не приведены зависимости  для арматуры k-го семейства ( ),
потому что они качественно аналогичны кривым, изображенным на рис. 5 для связу-
ющего материала, но имеют меньшие значения по оси ординат. Например, для арма-
туры второго семейства ( ), которая испытывает наибольшие деформации, мак-

симальные значения  примерно в 1.5 раза меньше, чем для зависимостей, приве-
денных на рис. 5.

Таким образом, полученные результаты свидетельствуют о том, что расчет неупру-
гого динамического поведения изгибаемых КМ-пластин при нагружении их воздуш-
ной взрывной волной можно проводить без учета влияния тепловых полей, которые
возникают за счет механической диссипации энергии в таких КМ-конструкциях.

Заключение. Разработанная структурная модель, ориентированная на использова-
ние явных пошаговых схем, позволяет численно-аналитически моделировать поведе-
ние термоупруговязкопластически деформируемых КМ волокнистого строения в
рамках теории течения с изотропным упрочнением, когда функция нагружения чув-
ствительна к изменению температуры и скорости деформирования материала компози-
ции. Полученные условия термоупругого деформирования, разгрузки, нейтрального и
активного нагружения компонентов композиции с учетом изменения температуры и
скорости деформирования позволяют проводить расчеты в условиях переменного во
времени термосилового нагружения КМ.

Разработанная модель термоупруговязкопластического деформирования гибких
пластин с произвольными структурами армирования позволяет учитывать возможное
слабое сопротивление таких КМ-конструкций поперечным сдвигам и связанность
теплофизической и механической составляющих задачи. Разработанный численный
метод позволяет по явной схеме интегрировать сформулированную связанную на-
чально-краевую задачу. Установлено, что величину шага по времени следует выбирать
из необходимого условия устойчивости Куранта–Фридрихса–Леви для волнового
уравнения, а не из необходимого условия устойчивости явной численной схемы для
уравнения теплового баланса.

Установлено, что для адекватного расчета температурных полей в динамически из-
гибаемых неупругих КМ-пластинах температуру в поперечном направлении следует
аппроксимировать полиномами 6–7-го порядков.

Проведенные расчеты показали, что при поперечном нагружении КМ-пластин воз-
душной взрывной волной стеклопластиковые конструкции нагреваются на 2…18°С, а
металлокомпозитные – на 30°С, причем относительно тонкие пластины нагреваются
сильней, чем относительно толстые (даже при сопоставимых величинах наибольших
значений интенсивностей деформаций компонентов композиции). Замена плоской
ортогональной структуры армирования (рис. 2а) на пространственную структуру ар-
мирования (рис. 2б) при сохранении общего расхода волокон в относительно толстой
стеклопластиковой пластине позволяет уменьшить интенсивность деформаций связу-
ющего материала на 35.1%, однако максимальное значение температуры при такой за-
мене возрастает, хотя и незначительно (от 2 до 2.5°С). Аналогичная замена структур
армирования в относительно тонких стеклопластиковых, а также относительно тон-
ких и относительно толстых металлокомпозитных пластинах является неэффектив-
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ной, так как приводит к увеличению интенсивности деформаций связующего матери-
ала и к увеличению приращения температуры в них.

Для проведения адекватных динамических расчетов неупруго деформируемых из-
гибаемых КМ-пластин под действием нагрузки, порожденной воздушной взрывной
волной, можно вполне обоснованно не учитывать влияние теплового воздействия,
если отсутствуют дополнительные источники нагрева или охлаждения немеханиче-
ского происхождения. Однако при этом нельзя пренебрегать чувствительностью пла-
стических свойств материалов композиции к скорости их деформирования как в от-
носительно толстых [22], так и в относительно тонких КМ-конструкциях.

Работа выполнена в рамках государственного задания (№ госрегистрации
121030900260-6).
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Modeling of Thermo-Elastic-Visco-Plastic Deformation of Flexible Reinforced Plates

A.P. Yankovskii#

Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics SB RAS, Novosibirsk, Russia
#e-mail: lab4nemir@rambler.ru

A model of thermo-elastic-visco-plastic deformation of a composite material criss-cross-re-
inforced with continuous fibers in arbitrary directions has been developed. The materials of
the components of the composition are isotropic; their plastic deformation is described by
the theory of f low with isotropic hardening. The dependences of the loading functions on
temperature and strain rate of these materials are taken into account. A mathematical model
of thermo-elastic-visco-plastic bending behavior of reinforced plates has been built. The
weak resistance to transverse shears of such thin-walled structures is taken into account in
the framework of Ambartsumyan’s theory. Geometric nonlinearity is taken into account in
the Karman approximation. The connectedness of the mechanical and thermophysical
components of the problem of dynamic inelastic deformation of composite plates is taken
into account. The temperature across the thickness of the constructions is approximated by
polynomials of different orders. An explicit numerical scheme is used to solve the formulated
two-dimensional problem. The thermo-elastic-visco-plastic behavior of plane-cross and
spatially reinforced fiberglass and metal-composite plates, dynamically bent under the ac-
tion of an air blast wave, has been investigated. It is shown that in order to adequately deter-
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mine the temperature in such structures, it must be approximated by polynomials of the
6–7th order in the thickness of the plates. It has been demonstrated that relatively thin com-
posite plates heat up by 15…30°С, and relatively thick ones – by 1.5…2.5°С. Due to such a
low level of heating of reinforced constructions, their dynamic calculation under the action
of loads such as an air blast wave can be carried out without taking into account the thermal
effect if there are no additional heat sources of non-mechanical origin. In this case, it is nec-
essary to take into account the sensitivity of the plastic properties of the components of the
composition to the rate of their deformation.

Keywords: f lexible plates, spatial reinforcement, thermoelastoviscoplastic deformation, cou-
pled problems, Ambartsumyan’s bending theory, explosive loads, explicit numerical scheme
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