
ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА 2022, том 86, № 1, с. 88–104

УДК 532.49
СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ЖИДКОСТИ В СКВАЖИНЕ, СООБЩАЮЩЕЙСЯ 
С ПЛАСТОМ, ПРИ НАЛИЧИИ ТРЕЩИНЫ ГРП

© 2022 г.   Р. А. Башмаков1,2,*, Д. А. Насырова1,3,**, В. Ш. Шагапов1,***
1 Институт механики им. Р.Р. Мавлютова Уфимского федерального исследовательского центра РАН, 

Уфа, Россия
2 Башкирский государственный университет, Уфа, Россия

3 Казанский (Приволжский) федеральный университет, Казань, Россия
*e-mail: Bashmakov_Rustem@mail.ru

**e-mail: dinasyrova@mail.ru
***e-mail: Shagapov@rambler.ru

Поступила в редакцию 02.06.2021 г.
После доработки 12.11.2021 г.

Принята к публикации 25.11.2021 г.
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1. Введение. Одной из кардинальных мер, приводящих к существенному измене-
нию дебита скважины, является гидроразрыв пласта (ГРП) [1]. При этом возникают
задачи определения качества гидроразрыва, геометрии трещин, изменения коллек-
торских характеристик.

Представляется, что эффективным и удобным с точки зрения технической реализа-
ции способом определения качества перфорации, параметров трещины ГРП является
способ, основанный на возбуждении собственных колебаний столба жидкости в сква-
жине. При этом период колебаний, а также, особенно, интенсивность затухания коле-
баний будут определяться не только протяженностью столба жидкости в скважине, её
диаметром и реологическими свойствами жидкости, но и коллекторскими характери-
стиками призабойной зоны пласта (в частности, коэффициентами проницаемости,
качеством перфорации скважин и свойствами образованных трещин ГРП). Колеба-
ния могут инициироваться резким открытием или закрытием скважины (гидроуда-
ром). При этом время (период инициирования), должно быть сопоставимо со време-
нем прохождения акустическим сигналом расстояния порядка протяженности столба
жидкости в скважине. Если этот промежуток будет короче, чем время пробега акусти-
ческого сигнала, то образуется одиночный импульсный сигнал, распространяющийся
в скважине с отражением на ее границах.
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Волны давления, возникающие при гидроударе, в научной литературе рассматрива-
ются в основном с негативной точки зрения: изучаются разрушительные последствия
и способы их предотвращения.

В работе [2] предложен метод гидравлического импедансного тестирования, идея
которого заключается в интерпретации фактического изменения гидравлического со-
противления между стволом скважины и открытой трещиной ГРП. Для этого искус-
ственно создается импульс давления в скважину и анализируется отраженный сигнал.

Волны Стоунли, излучаемые источником, и воспринимаемые приемником, распо-
ложенными в скважине рассматриваются в статье [3]. Импульс передается по трубе и
обсадной колонне. Ствол скважины моделируется, как линия электропередачи с поте-
рями, трещина моделируется, как сопротивление и емкость.

В [4] для моделирования процесса изменения давления в результате гидроудара
объединили уравнение неразрывности и сохранения импульса в стволе скважины с
представлением трещины ГРП в виде цепи с сопротивлением, емкостью и индуктив-
ностью (контуром). Изменение емкости изменяет период колебаний, сопротивление
влияет на амплитуду и скорость затухания колебаний, индуктивность также влияет на
период. В этой работе также выведены уравнения, связывающие эти параметры с раз-
мерами трещины и ее коллекторскими характеристиками.

В работе [5] приведены результаты полевых измерений изменения давления в раз-
личных точках скважины при резком изменении скорости потока жидкости. Сква-
жинные датчики фиксировали изменение давления в зависимости от времени со ско-
ростью 100 проб в секунду. При этом вид полученных осциллограмм свидетельствует,
что они соответствуют собственным колебаниям столба жидкости. В работе [6] пред-
лагается математическая модель, описывающая фазовые и амплитудные характери-
стики волнового пакета, проведено сравнение численных расчетов, полученных на
основе модели с данными работы [5]. Граничные условия на нижнем конце скважины
учитывают либо ламинарный, либо турбулентный режим течения, связанный с трени-
ем в перфорационных каналах.

Впервые в работе [7] изучены собственные затухающие колебания столба жидкости
в скважине при более полном учете фильтрационных течений в призабойной зоне, яв-
ляющейся однородной пористой, проницаемой средой. Настоящая статья является
продолжением и обобщением работы [7] при наличии трещины ГРП. Таким образом,
здесь проводится анализ собственных колебаний столба жидкости с учетом фильтра-
ционных течений вблизи забоя скважины и по вертикальной трещине, полученной
путем гидроразрыва пласта. Изучены зависимости частоты, коэффициента затухания
колебаний давления от значений проницаемости пласта и трещины ГРП. Установле-
но, что трещина в пласте кардинально меняет параметры собственных колебаний.

В работе [8], на основе обобщения квазиодномерной модели (см. [9]), Перкинса–
Керна–Нордгрена (PKN – модели [10, 11]), рассматриваются колебания давления на
устье и забое скважины при прекращении подачи жидкости, приведены также про-
мысловые данные показаний манометров реальной скважины длиной 2600 м. В [8]
фиксируемые колебания давления объясняются собственными колебаниями трещи-
ны ГРП.

В настоящей же работе рассматриваются собственные колебания столба жидкости
в скважине. При этом полагается, что амплитуда колебаний достаточно слабая, поэто-
му процессы, возникающие в системе “скважина–пласт” не влияют на фильтрацион-
ные характеристики в призабойной зоне. Отметим также, что сравнение и анализ тео-
ретических результатов работы [8] с опытными данными показывают удивительно хо-
рошее их совпадение в плане определения частот колебаний давления, а также
коэффициентов затухания этих колебаний. В разделе 4 будут приведены наши оценки
параметров колебаний, показывающие соответствие наблюдаемых колебаний соб-
ственным колебаниям столба жидкости в скважине, описываемым в настоящей рабо-



90 БАШМАКОВ и др.

Рис. 1. Схема скважины с трещиной ГРП.
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проводимости.

2. Основные уравнения. Рассмотрим систему “вертикальная скважина–трещина
ГРП–пласт” (рис. 1). Предполагается, что трещина вертикальная, симметричная,
скважина, имеющая радиус  через перфорированный участок длины  сообщается с
трещиной и, окружающим трещину и скважину, пористым, проницаемым пластом.
Будем учитывать радиальное течение между скважиной и пластом и течение по тре-
щине, а также линейное течение между трещиной и пластом (см. рис. 1б).

Примем, что в исходном состоянии жидкость, находящаяся в системе “скважина–
пласт” находится в покое, т.е. течение в вертикальной скважине и горизонтальном

a pl
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пласте отсутствует. Кроме того, протяженность столба жидкости в закрытом участке
скважины  значительно превышает открытый ее участок протяженностью  ( ).

Ось  направим вертикально вниз, начало координат поместим на верхнюю гра-
ницу столба жидкости.

Запишем для жидкости, движущейся в скважине уравнения сохранения масс и им-
пульсов для возмущений плотности , давления  и скорости  в линеаризованном
приближении:

(2.1)

Здесь  – скорость звука в жидкости,  – касательное напряжение в жидкости на по-
верхности стенки скважины [12–14],  и  – динамическая и кинематическая вязко-
сти жидкости. Принятое выражение для касательных напряжений означает, что при
рассматривании собственные колебания столба жидкости в скважине влияние вязко-
сти проявляется лишь в тонком слое вблизи стенки скважины, значительно меньшем,
чем радиус скважины. Оценка толщины этого слоя может быть определена, как ,
где  – период колебаний и примерно составляет для воды 1 мм, для нефти – 3 мм.

Выражение для силы вязкого трения, принятого в виде (2.1) обычно называют си-
лой Бассе [12]. Эта сила играет важную роль в акустических задачах для газовзвесей
при высоких частотах, когда вязкость проявляется в тонких слоях вблизи твердых ча-
стиц. Здесь отметим одно примечательное свойство этой силы: в некоторых проме-
жутках времени при колебательных движениях частиц относительно несущей фазы,
эта сила может быть сонаправлена относительной скорости, т.е. колебания относи-
тельной скорости силы вязкого течения происходят не в одной фазе. Аналогичный
эффект имеет место при колебаниях газового пузырька в жидкости. В этом случае за
счет появления температурных “ям” в газе вблизи поверхности пузырька тепловой
поток может быть направлен внутрь пузырька, хотя средняя температура газа будет
выше температуры окружающей жидкости [12, 13].

Зависимость возмущений плотности и давления от значений при гидростатическом
распределении принята в акустическом приближении. Нижний индекс (0) означает,
что значения параметра отнесены к невозмущённому состоянию.

Будем полагать, что на верхней границе течение столба жидкости ограничено непо-
движным поршнем. Тогда граничное условие при  может быть записано в виде

(2.2)

Поскольку протяженность  открытого участка скважины  значитель-
но меньше протяженности закрытого участка , то можем принять, что возму-
щение давления в открытом участке однородное. Поэтому в качестве граничного
условия для системы (2.1) при  примем

(2.3)

При этом  само является неизвестной функцией, следовательно, выражение (2.3)
не замыкает систему граничных условий для (2.1).

Еще одно граничное условие следует из закона сохранения массы на открытом

участке. Пусть  при . Тогда, с учетом однородности возмущений
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давления в призабойной зоне скважины, можем записать следующее уравнение, сле-
дующее из закона сохранения масс:

(2.4)

Здесь  – радиус скважины, ,  – скорости фильтрации жидкости в окружающую
проницаемую горную породу через стенку открытого участка скважины и в трещину,
шириной .

Для определения значений  и , в свою очередь, необходимо рассмотреть
внешнюю, от открытого участка скважины, фильтрационную задачу в пласте и в тре-
щине. Поэтому основное уравнение упругого режима фильтрации для давления  в
пласте вокруг скважины запишется, как

(2.5)

где  – расстояние от оси скважины,  – проницаемость пласта. При граничных
условиях на границе “скважина–пласт” и на большом удалении от скважины

(2.6)

Тогда скорость фильтрации через стенку скважины будет определяться, согласно
закону Дарси, как

(2.7)

Фильтрация флюида по трещине и в пласте описывается системой уравнений (см.
[15–17]):

(2.8)

(2.9)

Здесь  – давление в трещине,  – давление в пласте (коор-

дината  отсчитывается от стенки трещины),  =  ( ) – коэффициент

пьезопроводности. В уравнении (2.8) второе слагаемое в правой части отвечает за
фильтрацию флюида между стенками трещины и пластом. В работе [18] показано, что
система уравнений (2.8)–(2.9) может быть сведена к интегро-дифференциальному
уравнению, описывающему динамику давления в трещине:
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терным временем является период собственных колебаний, и оно составляет обычно
несколько секунд, и указанное условие для времен выполняется.

Поэтому в дальнейшем вместо (2.10) будем пользоваться упрощенным уравнением

(2.11)

Согласно закону Дарси имеем

(2.12)

С учетом (2.7), (2.12) и уравнения состояния жидкости (2.1) из (2.4) следует

3. Решение в виде стоячих волн. Рассмотрим, в рамках выше представленных уравне-
ний, задачу о собственных затухающих колебаниях столба жидкости в скважине. Бу-
дем искать решение уравнений (2.1) в комплексном виде:

(3.1)

где  комплексная частота собственных колебаний, причем действительная
часть  отвечает за период колебаний , а мнимая часть  – за
интенсивность затухания.

Подставляя (3.1) в систему (2.1), получим

(3.2)

Вычисление интеграла  после очевидных замен приводит к интегралам

Френеля (см. [19])

Таким образом, из (3.2) приходим к системе обыкновенных дифференциальных
уравнений:
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Из граничного условия (2.2)  при , следует . Поэтому постоян-

ная  должна равняться нулю ( ). Следовательно, для  и  (с учетом второ-
го уравнения из (3.3) будем иметь

При  для закона изменения  и  находим

(3.5)

В призабойной зоне должно удовлетворяться граничное условие (2.6). Для нахож-
дения градиента давления на стенке открытого участка скважины найдем решение
уравнений (2.5) и (2.8), соответствующее граничным условиям

Решение (2.5) ищем в виде

(3.6)

Подставляя (3.6) в (2.5) и (2.8), получим

(3.7)

здесь , .
Отметим, что из представленного выражения для комплексного волнового вектора
 следует выбирать значение, находящееся в четвертом квадранте ( ,

).
Решение уравнения (3.7), удовлетворяющее граничным условиям (3.5), запишется

как (см. [20])

(3.8)

Здесь  – функция Макдональда нулевого порядка, .

Подставляя выражения (3.6) в (2.11) с учетом (3.7), получим следующее характери-
стическое уравнение для определения ω в виде

Здесь  и  – функции Макдональда нулевого и первого порядка [20].
4. Собственные частоты для идеального резонатора. Будем пренебрегать проявления-

ми вязкости в скважине ( ). Относительно призабойной зоны рассмотрим два
предельных случая.

Первый, когда предполагается, что протяженность открытого участка скважины
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мость ( , ). В этих двух случаях мы от уравнения (3.7), соответственно,
придем к уравнениям

(4.1)

Отсюда для собственных частот будем иметь

(4.2)

соответственно. Следовательно, для первой гармоники (для самых низких собствен-
ных частот) в первом и втором случаях получим

(4.3)

Таким образом, рассматриваемая задача имеет бесконечное количество собствен-
ных частот. Наибольший интерес представляют самые низкие частоты, поскольку ко-
лебания с этими частотами являются наиболее “долгоживущими”. Причем, они раз-
личаются ровно в два раза.

Решения вида (3.1) для распределения давления и скорости в скважине для двух
рассматриваемых случаев запишутся как

Как видно из этих решений, они определяются с точностью до произвольной по-
стоянной. В дальнейшем эту постоянную примем равной единице. Это будет озна-
чать, что распределение давления нормировано относительно значения при .

5. Численные расчеты. Решение для закона изменения давления в скважине соглас-
но (3.1) и (3.4) определено с точностью до произвольного постоянного множителя .
В расчетах примем, что , т.е. нормируем распределение давления относительно

значения при  (вместо  будем использовать нормированное значение ,
тогда

(5.1)

Здесь  – волновое число, которое определяется через комплексную частоту:
 ( , ). Тогда действительную часть решения  из (5.1) мож-

но записать, как

В расчетах в качестве жидкости принята вода, имеющая следующие физические па-

раметры:  кг/м3,  м/с,  Па с. Для скважины, трещины и
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нии соответствуют случаям, когда трещина ГРП отсутствует и, следовательно, в при-
забойной зоне пласта рассматривается только радиальное фильтрационное течение.

На рис. 2а–в иллюстрируются зависимости собственной частоты , коэффициента
затухания , а также декремента затухания, определяемого, как  от прони-
цаемости пласта. Линии 1, 2 соответствуют значениям длины открытого участка сква-
жины  и 40 метров, соответственно. На этом и последующих рисунках пунктир-
ной линией приведены кривые, соответствующие случаю отсутствия трещины ГРП,
т.е. жидкость от скважины растекается радиально.

Видно, что с ростом проницаемости пласта в рассматриваемом диапазоне частота
собственных колебаний монотонно снижается между значениями, определяемыми
формулами (4.1). Наиболее нетривиальным эффектом является немонотонная зави-
симость коэффициента затухания  и декремента затухания  от проницаемости пла-
ста. Причем, перескок к низким частотам происходит для значений параметров пла-
ста и трещины, при которых реализуется максимальное значение коэффициента (а
также декремента) затухания. Кроме того, затухание колебаний сильно увеличивается
при наличии трещины.

На рис. 3 показано распределение амплитуд возмущений движения  от глуби-

ны  в скважине при значениях коэффициента проницаемости , ,  м2

и длине открытого участка скважины  м. При наличии трещины ГРП наиболее
сильные изменения амплитуды колебаний заметны на датчике, расположенном на
глубине 750 м (середина скважины) для низкопроницаемых пластов. При этом, для
высокопроницаемых пластов изменения в показаниях датчиков при наличии и отсут-
ствии трещины практически незаметны (кривые 3 и 3′ почти совпадают).

На рис. 4 иллюстрируется распределение сдвига по фазе  в скважине в зависимо-
сти от глубины  при различных значениях проницаемости. При малых значениях
проницаемости с ростом глубины наблюдается сдвиг фаз колебаний в диапазоне от 0
до . При больших значениях проницаемости наблюдаем сдвиг фаз в диапазоне от 0
до .

На рис. 5a–в даны осциллограммы для мысленных датчиков ,  и , располо-
женных в точках с координатами , 750 и 1500 м. Кривые, обозначенные номе-

рами 1, 2, 3 соответствуют значениям коэффициента проницаемости , 

и  м2. При увеличении проницаемости частота снижается и наблюдается более
интенсивное затухание колебаний.

На рис. 6 приводится распределение давления вдоль скважины в моменты времени
, , ,  и . Фрагменты (а–в) соответствуют значениям коэффициента

проницаемости ,  и  м2. В случае  м2 наличие трещины
ГРП практически не изменяет картину изменения давления в зависимости от глубины.

На рис. 7 показана зависимость собственной частоты колебаний (а), коэффициента
затухания (б) от ширины трещины. Длина открытого участка скважины принята рав-
ной 20 м. Из графиков следует, что частота колебаний уменьшается при увеличении
ширины трещины. Более нетривиальная картина наблюдается с коэффициентом зату-

хания колебаний: для низкопроницаемых пластов (  м2) с ростом ширины
трещины увеличивается значение коэффициента затухания, при средних значениях

проницаемости (  м2) с ростом ширины трещины коэффициент затухания
уменьшается, для высокопроницаемых пластов ширина трещины почти не влияет на
частоту колебаний и коэффициент затухания, коэффициент затухания принимает в
этом случае очень маленькие значения.

Ω
δ ( )Δ = π Ω δ2

= 10pl

δ Δ

( )A z

z −= 1410pk −1310 −1210
= 40pl

ϕ
z

π
π 2

1D 2D 3D
= 0z

−= 14
p 10k −1210

−1010

Ω = 0t π 4 π 2 π3 4 π4
−= 1410pk −1210 −1010 −= 10

p 10k

−= 1410pk

−= 1210pk



97СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ЖИДКОСТИ В СКВАЖИНЕ

Рис. 2.
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Рис. 3.
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Получим некоторые оценки, следующие из результатов нашей работы, и сравним
их с опытными данными [8]. Из этой работы были взяты следующие значения пара-
метров: длина скважины  м, радиус скважины  м, плотность жидко-

сти  кг/м3, скорость звука  м/с, вязкость  м2/с. По форму-

лам [7] можно приближенно найти частоту колебаний  и коэффициент затуха-

ния . Получаемые отсюда значения периода колебаний  с и времени
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Рис. 5.
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Рис. 6.
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Рис. 7.
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затухания  с совпадают с опытными значениями [8]. По нашему мнению, дан-
ные, зафиксированные на реальной скважине [8], скорее всего, соответствуют соб-
ственным колебаниям столба жидкости в скважине, трещина ГРП в этом случае дает
условие высокой проводимости на забое скважины.

Заключение. Таким образом, по собственным колебаниям жидкости внутри сква-
жины можно судить о качестве открытого участка скважины, геометрических характе-
ристиках скважины, коллекторских свойствах призабойной зоны, сопоставляя на-
блюдаемые параметры изменения давления в различных точках скважины (основные
частоты, коэффициент затухания, сдвиг по фазе, амплитуды) с расчетными значения-
ми, получаемыми по рассматриваемой модели. Практическое применение получен-
ных результатов возможно при выделении сигнала, соответствующего собственным
колебаниям системы, из общего нестационарного волнового пакета. В [21] описана
специализированная система сбора данных, позволяющая минимизировать шум и
снимать показания с частотой 50 кГц. Для анализа колебаний столба жидкости в сква-
жине показания снимаются с частотой 100–200 значений в секунду.

δ =1/ 52
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The paper analyzes the natural f luctuations of the liquid column in the oil well, initiated by
water hammer, taking into account filtration currents near the bottom of the well and along
the vertical fracture of hydraulic fracturing. The dependences of the frequency, the damping
coefficient of natural pressure oscillations on the values of formation permeability and hy-
draulic fracturing fracture are studied. Comparison of the frequency characteristics, damp-
ing coefficient, decrement of damping in the presence and absence of the fracture crack is
carried out. The possibility of practical application of the obtained results is shown.

Keywords: natural f luid oscillations, hydraulic fracturing, oil well, oscillation frequency, wa-
ter hammer, standing waves
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