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Исследуется задача об установившейся ползучести длинной узкой прямоугольной
мембраны в стесненных условиях внутри жесткой матрицы при кусочно-постоян-
ной зависимости величины поперечного давления от времени. В задаче рассматри-
вается длинная жесткая матрица прямоугольного сечения, в которой высота меньше
половины ширины. В качестве примера исследуется ползучесть мембраны при од-
нократном изменении величины поперечного давления во времени. Рассматрива-
ются два варианта условий контакта мембраны и матрицы: идеальное скольжение и
прилипание. В данной работе исследованы четыре стадии ползучести мембраны.
На первой стадии (упругое деформирование) мембрана, плоская в начальном состо-
янии, под действием давления мгновенно упруго деформируется, приобретая форму
незамкнутой круговой цилиндрической оболочки. На второй стадии мембрана де-
формируется в условиях установившейся ползучести вплоть до момента касания
верхней стенки матрицы. Третья стадия заканчивается в момент касания мембраной
продольных стенок матрицы. На четвертой стадии мембрана контактирует с матри-
цей по поперечной и продольным сторонам. Расчет проводится до времени практи-
чески полного прилегания мембраны к матрице. Применительно к данной поста-
новке задачи рассмотрено правило суммирования парциальных времен прилегания
мембраны к матрице.
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1. Введение. Аналитически исследуется установившаяся ползучесть в стесненных
условиях длинной узкой прямоугольной мембраны, закрепленной вдоль длинных сто-
рон и нагруженной равномерным поперечным давлением , которое может изменять-
ся во времени  по заданному закону. Решение этой задачи в свободных условиях при
различных физических и геометрических условиях приведено в монографиях Одкви-
ста [1], Качанова [2] и др.

Приведено [3] моделирование формообразования панелей крыла самолета SSJ-100.
Рассматриваются задачи неупругого деформирования трехмерных тел с большими пе-
ремещениями и поворотами. Дается экспериментальное обоснование предложенных
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определяющих уравнений установившейся ползучести для трансверсально изотроп-
ных материалов с различными характеристиками при растяжении и сжатии. Проведе-
но [4] экспериментальное измерение деформации мембраны из разных эластомеров.

Исследовано [5] раздувание круглой мембраны при больших деформациях. Вязко-
упругие характеристики материала мембраны описываются нелинейным интеграль-
ным определяющим уравнением. Представленный численный метод решения сочета-
ет методы решения нелинейных интегральных уравнений Вольтерра и нелинейных
обыкновенных дифференциальных уравнений.

Приведены [6–8] результаты теоретического исследования ползучести и длитель-
ной прочности мембран из анизотропных материалов. Предложена [6] математиче-
ская модель процесса изотермического свободного деформирования узкой прямо-
угольной мембраны из анизотропного листового материала, подчиняющегося энерге-
тическому варианту кинетической теории ползучести и длительной прочности.
Установлено, что с ростом коэффициента нормальной анизотропии предельные воз-
можности исследованных процессов формоизменения возрастают. Приведена [6, 7]
математическая модель процесса изотермического свободного деформирования узкой
прямоугольной мембраны из анизотропного листового материала, подчиняющегося
энергетическому варианту кинетической теории ползучести и длительной прочности.
Показано влияние анизотропии механических свойств материала, геометрических
размеров заготовки и накопления поврежденности на напряженное и деформирован-
ное состояние заготовки, силовые режимы и предельные возможности формообразо-
вания. На основе разработанных математических моделей деформирования выполне-
ны теоретические исследования процессов изотермического свободного деформиро-
вания узкой прямоугольной мембраны, формообразования угловых элементов
многослойных конструкций, штамповки и калибровки трапециевидных элементов
трехслойных листовых конструкций из анизотропных высокопрочных материалов в
режиме кратковременной ползучести [8]. Выполнено сопоставление результатов рас-
четов при анализе изотермического свободного деформирования узкой прямоуголь-
ной мембраны в предположении переменной и постоянной толщин стенки вдоль дуги
окружности.

Особый интерес представляет исследование ползучести рассматриваемой мембра-
ны внутри жесткой матрицы. Ефимов А.Б. с соавторами [9] составили обзор основных
феноменологических закономерностей, описывающих постановку задачи контактно-
го взаимодействия общего вида.

В монографиях [10, 11] рассмотрен цикл задач о ползучести такой мембраны внутри
жесткой матрицы. Приведены [11] решения задач при учете различных форм матриц:
клиновидной [12], криволинейной [13] и прямоугольной при различных условиях на
контакте мембраны и матрицы. Во всех приведенных решениях величина равномерного
поперечного давления  не зависит от времени . В различных решениях использова-
лись разные модели ползучести: установившаяся, неустановившаяся, дробно-степен-
ная. В случае применения дробно-степенной модели ползучести [14] в зависимости от
контактных условий с течением времени мембрана либо заполняет пространство внут-
ри матрицы за конечное или бесконечное время, либо разрушается внутри матрицы
[12]. Решена [15] аналогичная задача об установившейся ползучести мембраны при
кусочно-постоянной зависимости скорости изменения величины поперечного давле-
ния от времени.

Проведено [16] моделирование деформирования длинной узкой прямоугольной
мембраны внутри жесткой клиновидной матрицы при различных подходах и различ-
ных краевых условиях. Получены все основные соотношения, характеризующие на-
пряженно-деформированное состояние мембраны на различных стадиях деформиро-
вания. Приведены результаты численных экспериментов, в которых исследуются осо-
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бенности деформирования мембран вплоть до разрушения. Аналогичное решение для
П-образной матрицы приведено в [17].

Исследована [18] деформация нелинейной вязкоупругой однородной сферической
мембраны, содержащей несжимаемую жидкость между двумя жесткими параллельны-
ми пластинами. Материал мембраны моделируется нелинейным интегральным опре-
деляющим соотношением, которое в частном случае включает квазилинейную вязко-
упругость.

В статье Р.А. Васина с соавторами [19] приведено экспериментально-теоретическое
исследование ползучести мембран в стесненных условиях. Сформулированы особен-
ности процедуры идентификации определяющих соотношений (нахождения матери-
альных констант) по результатам экспериментов. Приведены методика и результаты
определения материальных констант из экспериментов по формовке цилиндрических
и сферических оболочек из листовых заготовок.

Методика идентификации определяющих соотношений уравнения ползучести, ос-
нованная на использовании упрощенной инженерной модели процесса сверхпласти-
ческой формовки листового проката в прямоугольную матрицу, построена в рамках
основных предположений безмоментной теории оболочек [20]. Применимость этой
упрощенной модели обоснована путем прямого сопоставления результатов аналити-
ческих расчетов с экспериментальными данными.

Авторы [21] представили теоретическое и численное исследование контакта нели-
нейной вязкоупругой прямоугольной мембраны, нагруженной равномерным давле-
нием.

Описаны [22] большие контактные деформации и явление адгезии между раздутой
гиперупругой мембраной и жесткой подложкой. Исходная форма мембраны – плос-
кая, круглая, закрепленная по краю. Допустимы два условия контакта между мембра-
ной и подложкой: контакт без трения и прилипание. Проведен анализ энергетическо-
го баланса без учета диссипации энергии.

Изучен [23] контакт длинной прямоугольной упругой мембраны с жесткой подлож-
кой. Построенная точная модель основана на теории конечных деформаций. Учтены
два условия контактов: идеальное скольжение и прилипание, для контакта без трения
получено точное решение в замкнутой форме.

В данной работе исследуется установившаяся ползучесть мембраны толщины 
внутри жесткой матрицы прямоугольной формы. Ширина, длина и высота матрицы
равны соответственно , , . Отношение высоты матрицы к половине ширины удо-
влетворяет неравенству  (рис. 1). Ширина мембраны  и ее длина  удовлетво-
ряет неравенству . Здесь рассматривается не постоянная величина попереч-
ного давления , а кусочно-постоянная зависимость величины  с одно-
кратным изменением величины . Представляет интерес рассмотреть особенности
практически полного прилегания мембраны к пространству внутри матрицы при
скачкообразном увеличении или уменьшении величины .

Для исключения появления в начальный момент времени бесконечных напряже-
ний в данном решении учитывается мгновенное упругое деформирование.

Для описания деформирования мембраны при  (  – время) используется сте-
пенная модель установившейся ползучести материала

(1.1)

в которой  и  – интенсивности напряжений и скоростей деформаций ползучести
соответственно, ,  и  – постоянные величины соответствующей размерности.
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Рис. 1. Общий вид.
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Рис. 2. Первая и вторая стадии деформирования.
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следование свободного деформирования проводится в двух последовательных стади-
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стоянии, под действием давления q мгновенно упруго деформируется, приобретая
форму незамкнутой круговой цилиндрической оболочки с центральным углом . На
второй стадии мембрана деформируется в условиях установившейся ползучести
вплоть до касания верхней стенки жесткой матрицы, так как , то угол раствора

мембраны в конце этой стадии равен  = . При моделировании на-
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x y

α12

>a b

α22  
 
 +2 2

22 arcsin ab
a b

σrr θθσ σzz



796 ЛОКОЩЕНКО и др.

Рис. 3. Элемент мембраны.
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тензора деформаций ( ,  и ), при  учитываются только компоненты тензо-
ра деформаций ползучести ,  и .

Рассматривая элемент мембраны (рис. 3), принимая напряжения в элементе равно-
мерно распределенными по толщине и записывая уравнения равновесия в проекциях
на нормаль и касательную, получаем:

(1.2)

где  – радиус кривизны срединной поверхности,  – толщина мембраны.
Следовательно,

(1.3)

Сопоставляя (1.2) и (1.3), заключаем, что в случае равномерного давления
( ) радиус кривизны срединной поверхности во всех ее точках один и тот же
( ), т.е. срединная поверхность мембраны при ее деформировании является
частью поверхности кругового цилиндра с некоторым углом раствора  [3]. В этом
случае, очевидно, что если толщина мембраны до деформации постоянна, то она по-
стоянна и после деформации. Следовательно, согласно (1.2) окружное напряжение по
длине окружности радиуса  не изменяется.
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2. Мгновенное упругое деформирование мембраны (первая стадия). Упругое деформи-
рование мембраны описывается с помощью закона Гука при сложном напряженном
состоянии с учетом несжимаемости материала. При этом будут использоваться следу-
ющие обозначения: E – модуль Юнга,  – компоненты тензора напряжений. Значе-
ния всех рассматриваемых в этом разделе параметров, полученные в результате при-
ложения поперечного давления , принимают дополнительный индекс 1.

Из условия несжимаемости материала получим значение толщины :

(2.1)

Из уравнений равновесия свободной мембраны получим значение напряжения :

Из определения малой деформации получим выражение для окружной деформа-
ции :

(2.2)

В соответствии с условием несжимаемости используем значение коэффициента
Пуассона, равное 0.5. Считаем, что мембрана под поперечным давлением находится в
условиях плоского деформированного состояния:

(2.3)

Для тонкостенных цилиндрических оболочек обычно принимается условие безмо-
ментного напряженного состояния, при этом выполняется равенство .

Из закона Гука при сложном напряженном состоянии следует связь компонент
тензоров напряжений  и упругих деформаций :

(2.4)

(2.5)

Из равенства (2.4) при учете (2.3) получаем:

(2.6)

Подставляя (2.6) в (2.5) и учитывая (1.2) и (2.1), получаем:

Приравнивая это выражение выражению (2.2), получаем связь давления  и угла :

(2.7)

Так как упругое деформирование по определению происходит практически мгно-
венно, то длительность первой стадии принимается равной нулю: .
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3. Свободное деформирование мембраны в условиях ползучести (вторая стадия).
Введем безразмерные переменные:

 и  – горизонтальная и вертикальная координаты поперечного сечения матрицы, 
и  – координаты точек касания мембраны и матрицы.

Далее черточки над всеми безразмерными переменными опустим. При этом под
скоростями всюду понимаются производные по безразмерному времени.

В качестве связи компонент тензоров напряжений и скоростей деформаций ползу-
чести примем гипотезу пропорциональности соответствующих девиаторов (см., на-
пример, [4]):

(3.1)

В рассматриваемом плоском деформированном состоянии скорость осевой дефор-
мации ползучести  принимается равной нулю:

(3.2)

Далее всюду будем обозначать  толщину мембраны на -й стадии ( ).
Примем, как обычно, для тонкостенных цилиндрических оболочек равенство:

в этом случае из гипотезы пропорциональности девиаторов напряжений и скоростей
деформаций ползучести (3.1) при учете (3.2) следует:

Рассматривая два близких деформированных состояния мембраны, определим
приращение окружной деформации ползучести, учитывая, что деформированное со-
стояние однородное:

Следовательно, скорость окружной деформации ползучести равна

(3.3)

Используя дифференциальное следствие их соотношения
(3.4)

преобразуем выражение (3.3) к виду:

(3.5)
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Из условия несжимаемости в случае плоского деформированного состояния полу-
чаем:

Так как скорость радиальной деформации ползучести равна

то согласно равенству (3.5) получаем:

(3.6)

Проинтегрируем уравнение (3.6) при начальных условиях: , , :

(3.7)

Полученные выражения (1.2), (3.4) и (3.7) позволяют представить окружное напря-
жение  и интенсивность напряжений  в зависимости от угла раствора :

(3.8)

Из (1.1) при учете (3.5) и (3.8) получаем зависимость угла раствора  от времени :

(3.9)

При исследовании второй стадии деформирования мембраны угол  изменяется в
диапазоне от  до  – угла, при котором происходит касание мембраной верх-
ней стороны матрицы.

Так как угол  удовлетворяет условию  (т.е. постоянная  незначительно
отличается от единицы), то упростим соотношение (3.7) и введем дополнительно за-
висимость  во время второй стадии деформирования мембраны в виде:

(3.10)

В конце второй стадии ( ) максимальный раствор мембраны равен
. Так как значения  при  из (3.7) и (3.10) практически совпадают (и

последующие вычисления подтвердят это), то далее под значением  будем пони-
мать соответствующее значение при . В связи с этим момент времени , при ко-
тором происходит окончание второй стадии, и толщина мембраны , вы-
числяемая с учетом зависимости (3.10), определяются согласно уравнениям:

Далее рассматривается ползучесть мембраны внутри жесткой матрицы при различных
контактных условиях.
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Рис. 4. Третья стадия (идеальное скольжение и прилипание).
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4. Идеальное скольжение мембраны вдоль сторон матрицы.
4.1. Третья стадия ( ).
Решение задачи имеет различный характер для относительно высокой матрицы

( ) и относительно низкой матрицы ( ). Для определенности здесь будет рас-
смотрена ползучесть мембраны внутри относительно низкой матрицы ( ).

В связи с осевой симметрией мембраны и матрицы в процессе третьей стадии рас-
сматривается ползучесть правой половины мембраны в координатах ,

 (рис. 4).
Свободное деформирование мембраны было рассмотрено в разд. 2 и 3. В некоторый

момент времени ( ) мембрана соприкасается с поперечной стенкой матрицы.
На этом свободное деформирование заканчивается, и в дальнейшем при  часть
поверхности мембраны прилегает к верхней поверхности матрицы.

При исследовании третьей стадии ползучести мембраны выделим два близких де-
формированных состояния: одно характеризуется длиной участка контакта , а дру-
гое – длиной участка контакта ( ). С помощью геометрических соотношений
(рис. 4) получим соотношение для приращения окружной деформации ползучести

 в виде:

(4.1)

Учитывая, что каждое из слагаемых числителя (4.1) содержит множитель , введем
обозначения

(4.2)

Тогда

(4.3)

С помощью (4.3) вычислим характеристики деформированного состояния

(4.4)
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Проектируя наклонный радиус  (рис. 4) на горизонталь и вертикаль, получим следу-
ющие два уравнения:

Откуда следует, что

и дифференциалы  и  принимают следующий вид

Подставляя  и  в (4.2), получим

(4.5)

Из условия несжимаемости при учете (3.2) получаем: .

Согласно определению  имеем . Следовательно,

Последнее равенство следует из учета постоянства толщины  мембраны вдоль
всего рассматриваемого участка мембраны в конце третьей стадии. Интенсивности
деформаций ползучести и напряжений определяются следующими выражениями:
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Рис. 5. Четвертая стадия (идеальное скольжение и прилипание).
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Подставляя эти выражения в (1.1), получаем связь  и :

(4.6)

4.2. Четвертая стадия ( ).
На четвертой стадии ползучести мембрана касается обеих сторон матрицы

( , ) (рис. 5). При этом профиль мембраны представляет со-
бой полуокружность радиуса  и размеры областей контакта по продольной и
поперечной осям равны . С учетом принятых допущений компонен-
ты тензора деформаций ползучести примут вид:

Окончание четвертой стадии происходит при значении , удовлетворяющем нера-

венству , где  – радиус кривизны мембраны вблизи угла матрицы.
Интенсивность напряжений определяется следующим соотношением:

(4.6)

Интенсивность скоростей деформаций ползучести согласно (4.6) равна:
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Подставляя (4.6) и (4.7) в (1.1), получаем:

Отсюда следует, что

(4.8)

Время  практически полного заполнения матрицы мембраной определяется вы-

ражением (4.8) при замене в верхнем пределе интегрирования  на :

5. Прилипание мембраны вдоль сторон матрицы.
5.1. Третья стадия ( ).
В случае постепенного прилипания материала мембраны к матрице ее контактная

часть (с переменной толщиной) не деформируется, а свободная часть (с постоянной
толщиной) представляет собой часть дуги окружности. Окружная деформация в сво-
бодной части мембраны имеет вид (рис. 4):

Аналогично (4.2) можно получить выражение

Как известно, . Из условия несжимаемости , так что  =

=  = . После интегрирования, получаем

Интенсивности  и  равны соответственно:

Подставляя выражения  и  в (1.1), получаем:
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Рис. 6. Вторая стадия деформирования.
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5.2. Четвертая стадия ( ).
На четвертой стадии ползучесть мембраны характеризуется касанием ею продоль-

ной и поперечной сторон матрицы (рис. 5), тогда

Окончание четвертой стадии происходит при значении , удовлетворяющем нера-

венству  = .
Интенсивность напряжений определяется следующим соотношением:

(5.1)

Интенсивность скоростей деформаций ползучести равна:

(5.2)

Подставляя (5.1) и (5.2) в (1.1), получаем:

Время практически полного прилегания мембраны к матрице определяется выра-
жением:

6. Ползучесть мембраны при постоянном давлении .
В качестве примера рассмотрим деформирование мембраны при матрице высотой

 со следующими выбранными параметрами:
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Рис. 7. Зависимости  при .
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Рис. 8. Зависимости  при .

0.01

0.02

II

III

IV

0.03

�u

0
1 � 104100 1 � 106 1 � 108 1 � 1010t

σ ( )u t −= × 40.5 10q
Величина  соответствует минимальному расстоянию между поперечной
стороной матрицы и мембраной. Вычисления проводятся для трех значений . В ка-
честве величин поперечного давления примем два значения , различающихся в 5 раз:

 и , в этом случае значения угла , полученные при мгно-
венном приложении внешнего давления , равны соответственно  и 0.104.
На рис. 6 приведены зависимости  при  (кривая 1) и  (кривая 2). Так
как значения отношения  в (3.7) очень незначительно отличаются от 1 (соответ-
ственно  и ), то замена соотношения (3.7) на (3.10) является вполне
обоснованной.

На рис. 7 и 8 соответственно приведены зависимости толщины мембраны  и
интенсивности напряжений  на свободной части мембраны от времени  для всех
четырех стадий деформирования при . Для стадий стесненного деформирования
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q α =1 0.061
( )α t = 1q q = 2q q

S
= 1.001S = 1.002S

( )H t
( )σu t t

= 1q q
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Рис. 9. Зависимость  при .
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Рис. 10. Зависимости  при .

0.4

0.6

0.8

1.0

H

0.2
5 � 107 1 � 108 1.5 � 108 2 � 108 2.5 � 1080 t

σ ( )u t −= × 42.5 10q

Рис. 11. Зависимости  в случае идеального скольжения (1 – , 2 – ).
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Рис. 12. Зависимости  в случае прилипания (1 – , 2 – ).
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(третья и четвертая стадии) зависимости  и  приведены для идеального
скольжения (сплошная линия) и прилипания (штриховая линия). На рис. 9 и 10 соот-
ветственно приведены аналогичные зависимости  и . На рис. 11 приведены
зависимости  в случае идеального скольжения (кривая 1 – при , кривая 2 –

при ). На рис. 12 приведены аналогичные зависимости  в случае прилипа-
ния. Значения основных параметров , ,  в конце каждой стадии приведены в
табл. 1 и 2 (колонки A и B) для идеального скольжения и прилипания соответственно.

Во всех случаях зависимости  являются монотонно убывающими функциями
времени. Расчеты показывают, что интенсивность напряжений  монотонно убы-
вает. Толщины свободной части мембраны в конце деформирования при прилипании
меньше, чем при идеальном скольжении, а интенсивности напряжений, наоборот,
больше.

( )H t σ ( )u t

( )H t σ ( )u t

0( )x t = 1q q

= 2q q 0( )x t
t H σu

( )H t
σ ( )u t
Таблица 1. Характеристики ползучести мембраны в случае идеального скольжения в конце соот-
ветствующей стадии

Δ
A B

C

, 

, 

D

, 

, 

№ 
ста-
дии

t H σu t H σu t H σu t H σu

2 – 3.19 × 105 0.863 6.27 × 10–3 2.55 × 103 0.863 3.14 × 10–2 3.19 × 105 0.863 6.27 × 10–3 2.55 × 103 0.863 3.14 × 10–2

3 – 2.42 × 106 0.778 2.78 × 10–3 1.93 × 104 0.778 1.39 × 10–2 2.42 × 106 0.778 2.78 × 10–3 1.93 × 104 0.778 1.39 × 10–2

4 0.01 6.17 × 109 0.668 6.48 × 10–5 4.93 × 107 0.669 3.24 × 10–4 3.11 × 109 0.669 3.24 × 10–4 3.10 × 109 0.668 6.48 × 10–5

0.001 6.04 × 1011 0.667 6.49 × 10–5 4.83 × 109 0.667 3.25 × 10–4 3.04 × 1011 0.667 3.25 × 10–4 3.05 × 1011 0.667 6.49 × 10–5

0.0001 6.03 × 1013 0.667 6.50 × 10–5 4.82 × 1011 0.666 3.25 × 10–4 3.04 × 1013 0.666 3.25 × 10–4 3.04 × 1013 0.667 6.50 × 10–5

−= × 4
1 0.5 10q

−= × 4
2 2.5 10q

−= × 4
1 0.5 10q

τ
∈
 
 
 

o
10,
2

t

−= × 4
2 2.5 10q

∈ τ τo o
1 2[0.5 , ]t

−= ×2 4
2.5 10q

τ
∈
 
 
 

o
20,

2
t

−= ×1 4
0.5 10q

∈ τ τo o
2 1[0.5 , ]t
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Таблица 2. Характеристики ползучести мембраны в случае прилипании в конце соответствую-
щей стадии

Δ
A B

C

, 

, 

D

, 

, 

№ 
ста-
дии

t H σu t H σu t H σu t H σu

2 – 3.19 × 105 0.863 6.27 × 10–3 2.55 × 103 0.863 3.14 × 10–2 3.19 × 105 0.863 6.27 × 10–3 2.55 × 103 0.863 3.14 × 10–2

3 – 3.30 × 106 0.752 2.88 × 10–3 2.63 × 104 0.752 1.44 × 10–2 3.30 × 106 0.752 2.88 × 10–3 2.63 × 104 0.752 1.44 × 10–2

4 0.01 3.06 × 1010 0.258 1.68 × 10–4 2.45 × 108 0.258 8.39 × 10–4 1.54 × 1010 0.258 8.39 × 10–4 1.55 × 1010 0.258 1.68 × 10–4

0.001 4.64 × 1012 0.138 3.15 × 10–5 3.71 × 1010 0.138 1.57 × 10–4 2.34 × 1012 0.138 1.57 × 10–4 3.32 × 1012 0.138 3.15 × 10–5

0.0001 7.03 × 1014 0.073 3.90 × 10–6 5.62 × 1012 0.073 2.95 × 10–5 3.54 × 1014 0.073 2.95 × 10–5 3.04 × 1014 0.073 3.90 × 10–6

−= ×1 4
0.5 10q

−= ×2 4
2.5 10q

−= ×1 4
0.5 10q

τ
∈
 
 
 

o
10,
2

t

−= ×2 4
2.5 10q

∈ τo 2
1 *[0.5 , ]t t

−= ×2 4
2.5 10q

τ
∈
 
 
 

o
20,

2
t

−= ×1 4
0.5 10q

∈ τo 1
2

*[0.5 , ]t t
Вычисления показывают, что при заданных значениях используемых параметров
основная длительность деформирования мембраны вплоть до практически полного
прилегания мембраны к матрице соответствует четвертой стадии.

7. Ползучесть мембраны при кусочно-постоянном давлении .
Рассмотрим две программы нагружения. В первой программе (см. колонки С в

табл. 1 и 2) сначала деформирование происходит при  в течение времени , рав-

ного половине соответствующей длительности  заполнения мембраны при постоян-

ном давлении , т.е.  (колонка A в табл. 1), затем величина  скачко-
образно возрастает и становится равной , при  рассматривается ползучесть

вплоть до практически полного прилегания мембраны к матрице при . Во вто-
рой программе нагружения (колонка D в табл. 1 и табл. 2) сначала мембрана деформи-

руется при  в течение  (где  – длительность заполнения матрицы
при  (колонка В в табл. 1)), а затем мембрана деформируется при 

вплоть до практически полного прилегания мембраны к матрице при . На рис. 13

q

= 1q q τ1

τo
1

= constq τ = τo
1 10.5 q

2q τ > τ1

= 1*t t

= 2q q ≤ ≤ τo
20 0.5t τ2

o

= constq = 1q q

= 2*t t
Рис. 13. Зависимость  при кусочно-постоянной величине  в случае идеального скольжения.

0.97

0.98

0.99

1.00
x0

0.96
1 � 109

D

C

2 � 109 3 � 109 4 � 109t

0( )x t ( )q t



809УСТАНОВИВШАЯСЯ ПОЛЗУЧЕСТЬ УЗКОЙ МЕМБРАНЫ

Рис. 14. Зависимость  при кусочно-постоянной величине в случае прилипания.
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приведены зависимости  в случае идеального скольжения при скачкообразном
возрастании давления  от  до  (кривая С) и при мгновенном уменьшении давле-
ния от  до  в (кривая D), при этом в качестве характеристики предельной близости
мембраны и матрицы использовано значение . На рис. 14 приведены анало-

гичные кривые  в случае прилипания. В момент мгновенного изменения давле-

ния происходит излом зависимости  на рис. 13 и рис. 14.

Согласно табл. 1 и 2 при данных значениях  и  скачкообразное изменение 

происходит в процессе III и IV стадий. Значение  вычисляется подбором та-

кого значения , которое соответствует заданному времени .
Применим к этой задаче правило суммирования парциальных времен , определя-

емое как сумма отношений длительностей ползучести при постоянных значениях  к
длительностям практически полного прилегания мембраны к матрице при этих значе-
ниях :

Вычисления показывают, что как в случае идеального скольжения, так и в случае
прилипания сумма парциальных времен .

Заключение. Приведено исследование ползучести длинной прямоугольной мембра-
ны в стесненных условиях (внутри жесткой матрицы) под действием переменного по-
перечного давления. В качестве примера исследуется ползучесть мембраны при одно-
кратном мгновенном изменении величины поперечного давления. Рассматриваются
два варианта условий на контакте мембраны и матрицы: идеальное скольжение и пол-
ное прилипание. В работе рассматриваются четыре последовательные стадии дефор-
мирования мембраны: мгновенное упругое деформирование, ползучесть в свободных
условиях, ползучесть мембраны при контакте с поперечной стороной матрицы и пол-
зучесть мембраны при контакте со всеми сторонами матрицы. Анализ проводится до
времени практически полного прилегания мембраны к матрице. Получены зависимо-
сти толщины различных частей мембраны и интенсивности напряжений в мембране
от времени. При анализе ползучести в случае кусочно-постоянной зависимости вели-
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чины давления от времени рассмотрено соответствие правилу суммирования парци-
альных времен заполнения матрицы.

Представленные материалы могут быть использованы при моделировании процес-
са ползучести панели крыла современных самолетов.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского научного
фонда (проект № 19-19-00062).
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Second State Creep of a Narrow Membrane inside a Rigid Low Matrix
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b Samara State Technical University, Samara, Russia
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The problem of the second-state creep of a long narrow rectangular membrane under con-
strained conditions inside a rigid low matrix is investigated with a piecewise constant depen-
dence of the transverse pressure on time. There are used a long rigid low matrix of rectangu-
lar section, in which the height is less than half the width. As an example, the creep of a
membrane is studied with a single change of a transverse pressure in time. Two variants of
the contact conditions between the membrane and the matrix are considered: ideal sliding
and adhesion. In this work, four stages of membrane creep are investigated. At the first stage
(elastic deformation), the membrane, which is f lat in the initial state, is instantly elastically
deformed under the action of pressure, acquiring the shape of an open circular cylindrical
shell. At the second stage, the membrane is deformed under conditions of stable creep up to
the moment it touches the upper side of the matrix. The third stage ends when the mem-
brane touches the longitudinal sides of the matrix. At the fourth stage, the membrane con-
tacts the matrix along the transverse and longitudinal sides. The calculation is stopped in
time sensibly full contact of the membrane to the matrix. The rule of summation of the par-
tial gripping times of the membrane to the matrix is considered.

Keywords: long narrow membrane, second-state creep, low rigid matrix, piecewise constant
lateral pressure, ideal sliding, adhesion
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