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При электрохимической обработке металлов в межэлектродном промежутке в ме-
стах с пониженным статическим давлением возникает кавитация. В рамках модели
“идеального процесса” электрохимической обработки решена двумерная задача,
связанная с определением формы обрабатываемой поверхности с учетом присоеди-
ненной кавитации. Применяется условие, позволяющее учесть влияние электриче-
ского поля на гидродинамику кавитационного течения идеальной несжимаемой
жидкости в межэлектродном промежутке.
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1. Введение. Существенное влияние на процесс электрохимической обработки ме-
таллов оказывают гидродинамические факторы. Поток раствора электролита в меж-
электродном промежутке между границами электрода-инструмента (катода) и обраба-
тываемой заготовки (анода) должен обеспечивать стабильное протекание электрод-
ных реакций, удаление продуктов этих реакций и охлаждение электродов: анода и
катода [1–3].

При определенных условиях в результате обтекания потоком электролита острых
кромок катода возникают каверны, заполненные парами жидкости и газом, выделяю-
щимся в процессе электрохимической обработки. Электропроводность газовой сре-
ды, заполняющей каверну, существенно ниже электропроводности электролита, и как
следствие, происходит неравномерное растворение металла на различных участках
анода, чем можно объяснить появление струйных неровностей в виде волнистой по-
верхности, ориентированной в направлении потока электролита [1].

В монографии [4] выполнен обзор различных механизмов образования и способов
устранения данного нежелательного явления, которое в научно-технической литера-
туре получило название “струйности”. Там же отмечено, что значительная роль в об-
разовании “струйности” принадлежит явлению присоединенной кавитации [5].

В работах [6, 7], представлены решения двумерных задач, связанных с определени-
ем установившейся [8] анодной границы c учетом кавитации в предположение, что те-
чение электролита описывается моделью идеальной несжимаемой жидкости. Для
описания кавитационного обтекания острой кромки катода бесконечно длинной ка-
верной была применена схема Кирхгофа [5].
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В данной работе в рамках математической модели [6], рассматривается двумерная
схема электрохимического формообразования с учетом каверны конечной протяжен-
ности.

2. Схема электрохимической обработки. Геометрия сечения межэлектродного про-
межутка представлена на рис. 1. Двугранный угол AEB соответствует границе катода.
Введем систему декартовых координат , связанную с катодом. Начало коорди-
нат выбрано в точке E, точки A и B являются бесконечно удаленными. Углы наклона
граней AE и EB к оси абсцисс определяется значениями  и  соответственно, при-
чем , . Катод совершает поступательное перемещение в направ-
лении, противоположном оси ординат, с постоянной скоростью . В процессе обра-
ботки с течением времени формируется установившаяся анодная граница AB. В уста-
новившемся режиме геометрия межэлектродного промежутка не меняется во
времени [8].

Граница AEB катода отделена от границы AB анода зазором, в котором осуществля-
ется установившееся течение идеальной несжимаемой жидкости. Для определенности
будем считать, что течение осуществляется в направлении от входа в межэлектродный
канал в окрестности точки A к точке B. В точке E происходит отрыв потока с поверх-
ности катода-инструмента с образованием каверны. В модели задачи считается, что
граница каверны DE, согласно схеме Рябушинского [5], замыкается на фиктивную
пластинку DC, перпендикулярную грани EB катода.

При постановке задачи и ее решении рассматриваются два векторных поля: стацио-
нарное электрическое поле и поле скоростей установившегося течения идеальной не-
сжимаемой жидкости в межэлектродном промежутке, а также их взаимосвязь.

3. Математическая модель процесса электрохимической обработки. Согласно [9] вве-
дем аналитическую функцию  =  +  комплексной переменной

, где  – функция тока, а  – потенциал электрического поля.
Величина  принимает постоянные значения на границах электродов

(3.1)

В модели каверна считается диэлектриком [6], и ее граница CDE является участком
линии тока, и на ее поверхности существует точка M раздвоения этой линии. Для
определенности рассмотрим случай, когда точка M расположена между точками D и E.
Будем считать, что

(3.2)

( )1 1,x y

απ βπ
≤ α < π0 2 ≤ β < π0 2

cV

1 1( )W z v 1 1( , )x y 1 1( , )iu x y
= +1 1 1z x iy v 1 1( , )x y 1 1( , )u x y

1 1( , )u x y

= = =,a cAB AE BCu u u u u

=v 1 1( , ) 0CDEx y
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Нормальная производная потенциала электрического поля на искомой установив-
шейся анодной границе AB удовлетворяет условию

(3.3)

где  − удельная электропроводность среды,  − электрохимический эквивалент ме-
талла,  − плотность материала анода,  − угол между вектором  скорости подачи
катода и вектором  нормали к анодной границе (рис. 1), ,  – постоянные величи-
ны [10].

Произведем замену переменных по формулам

где  – характерная длина,  – характерная плотность
тока [11].

Безразмерный комплексный потенциал  =  + , согласно форму-
лам (3.1)–(3.3) удовлетворяет граничным условиям

(3.4)

(3.5)

(3.6)

Область изменения безразмерного комплексного потенциала электрического поля
представлена на рис. 2.

Из условий (3.4), (3.6) следует, что безразмерные величины межэлектродных зазо-
ров на бесконечности в окрестностях точек A и B равны соответственно

(3.7)

4. Параметрическое представление безразмерного комплексного потенциала электри-
ческого поля. Введем параметрическую комплексную переменную , изменя-
ющуюся в области  ( , )  (рис. 3).

Согласно условиям (3.4) и (3.5) функция  удовлетворяет граничным условиям

(4.1)
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0; 0, 2 , 0; 0, , 0; , 4
2 0; 0, 4 , 4 1; 0, 2

i c i c
i



667ГИДРОДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЯВЛЕНИЯ “СТРУЙНОСТИ”

Рис. 3.

AB

icC

D EM
m �

	

�


0

4

�
2

Рис. 4.

M E ADC

�p� g�1 1 1
k

B

1
k

Введем вспомогательную комплексную переменную u, область изменения которой –
верхняя полуплоскость  (рис. 4) и выполним конформное отображение прямо-
угольника  (рис. 3) на полуплоскость  с помощью эллиптического синуса [12]

(4.2)

где ,  – тета-функции для периодов  и ,  [12].
С помощью интеграла Кристоффеля–Шварца [13], найдем производную функции,

отображающей область  на область изменения комплексного потенциала (рис. 2)

(4.3)

Используя эллиптические функции Якоби [12]

и равенство [12]

из соотношения (4.2) найдем

(4.4)

uG

tG uG
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Подставляя формулы (4.2)–(4.4) в соотношение

получим

Из формулы [12]

(4.5)
следует

Тогда

(4.6)

Используя формулы прибавления полупериодов для тета-функций [12]

(4.7)

затем, используя формулу удвоения [12]

(4.8)

найдем

Выражение (4.6) с учетом формул (4.7), (4.8) представим в виде

(4.9)

Из граничных условий (4.1) следует

(4.10)

В формулах (4.10) выражение (4.9) интегрируется соответственно по четверти дуг
окружностей бесконечно малого радиуса с центрами в точках  ( ) и 
( ) против часовой стрелки. Используя соотношение (4.9), и первую фор-
мулу из (4.10) с помощью теории вычетов [13], найдем

(4.11)
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Рис. 5.
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Далее, с помощью выражений (4.9), (4.11), и второй формулы из (4.10) получим урав-
нение

(4.12)

5. Гидродинамика кавитационного течения идеальной жидкости в межэлектродном
промежутке. Введем комплексный потенциал двумерного установившегося течения
идеальной несжимаемой жидкости  =  + , где  – потен-
циал скорости ,  – функция тока [5].

Твердые и свободные границы течения являются линиями тока, следовательно

(5.1)

В плоскости комплексного потенциала  области течения соответствует полоса ши-
рины  =  = , ,  – значения скорости в точках A и B соответственно (рис. 5).

Функция  на горизонтальных сторонах прямоугольника  принимает дей-
ствительные значения, а на вертикальных – мнимые, имеет нули первого порядка в
точках  ( ),  ( ), полюса первого порядка в точках  ( ),  (  +
+ ). Согласно принципу симметрии Шварца [13], функцию  можно анали-
тически продолжить через границы области  на всю плоскость. Продолженная та-
ким образом функция будет двоякопериодической с периодами ,  и известными
особенностями в прямоугольнике периодов [12]. Согласно теории эллиптических
функций функцию  можно представить в виде [14]

Применяя преобразование (4.8) представим полученное выражение в виде

(5.2)

Интегрируя выражения (5.2) по четверти дуги окружности бесконечно малого ради-
уса с центром в точке  ( ) против часовой стрелки и используя равенство

 = , вытекающее из граничных условий (5.1), найдем
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(5.3)

Применяя формулы (4.7), (4.8) и (5.3) выражения (5.2) представим в виде

(5.4)

Введем в рассмотрение функцию Жуковского [5]

(5.5)

где  – модуль скорости,  – величина скорости на свободной поверхности DE,  –
угол скорости с осью абсцисс .

Представим функцию  в виде суммы [5, 15]

(5.6)

где  – функция Жуковского для вспомогательного течения жидкости по
заданной схеме при условии, что на границе AB модуль скорости постоянный и равен

,  – функция, аналитическая в области  и непрерывная в ее замыкании .
Согласно схеме течения, выполняются граничные условия

(5.7)

(5.8)

на границе AB при , граничные значения гармонически сопряженных
функций  и  связаны соотношением [6]

(5.9)

Используя формулы (4.6), (4.11) и (5.4) условие (5.9) представим в виде

(5.10)

Используя условия  =  =  из соотношения (5.10) найдем

(5.11)
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С учетом равенства (5.11) выражение (5.10) представим в виде

(5.12)

Функция  в точке  ( ) имеет полюс первого порядка с вычетом равным 1/2.
Учитывая, что на сторонах прямоугольника  выполняется условие , про-
должим функцию  по принципу симметрии Шварца на всю плоскость и полу-
чим эллиптическую функцию с периодами , . Представляя функцию  в виде
линейной комбинации логарифмических производных тета-функций [12] и затем ин-
тегрированием получим выражение функции  [15]

(5.13)

Используя условия

получим

Учитывая, что  из соотношения (5.13) выразим величину 

(5.14)

Для неизвестной функции , выполняются граничные условия

(5.15)

(5.16)

(5.17)

Учитывая граничные условия (5.15), (5.16) функцию  можно разложить в ряд с
вещественными коэффициентами [6, 15]

(5.18)

Тогда  = ,  = .

Используя условия
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Таблица 1. Результаты расчета гидродинамических характеристик

L

0.5 1.93258 2.61023 1.35065 0.45865
0.7 2.03995 2.75523 1.35065 0.43451
0.9 2.24487 3.03204 1.35065 0.39485

0 1V V 0 2V V 1 2V V 0Q V
Из условия , формул (3.7) и (5.19) следует, что должно выполняться ра-
венство

(5.20)

Зависимость  может быть получена интегрированием функции

(5.21)

Подставляя в (5.21) формулы (5.4), (5.6), (5.13) и (5.18) получим

, (5.22)

где .

Согласно схеме течения (см. рис. 1) точка C принадлежит лучу EB, расположенному
под углом  относительно оси абсцисс, следовательно, должно выполняться равен-
ство

(5.23)

Длина  отрезка EC, характеризующая длину каверны, определяется по формуле

(5.24)

Для численного решения задачи задаются геометрические величины , , L и пара-
метры , , . В разложении (5.18) сохраняется конечное число n слагаемых и со-
ставляется система уравнений, в которой требуется выполнение условия (5.17) в дис-
кретных точках , где . К полученной системе добавляются уравне-
ния (4.12), (5.23) и (5.24). В процессе решения определяются коэффициенты ,

 и параметры m, c, . Затем с помощью соотношений (5.11), (5.19), (5.20) и
(5.22) определяются гидродинамические и геометрические характеристики течения.

6. Результаты расчетов. Задача решена при

Для заданных значений получаем, что . В табл. 1 представлены ре-
зультаты расчетов величин , , ,  для трех значений величины L:
0.5, 0.7, 0.9. Величина отношения  при различных значениях L одна и та же, и
совпадает с величиной отношения .
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Рис. 6.
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На рис. 6 представлены графики анодных границ и каверн. Линии 1 и 4 соответ-
ствуют анодной границе и границе каверны для значения , линии 2 и 5 для зна-
чения , линии 3 и 6 для значения .

Заключение. Результаты решения отражают качественные эффекты, связанные с
влиянием каверны и ее размеров на образование макродефектов обрабатываемой по-
верхности, высота которых может составлять от 10 до 100 мк [1].
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Hydrodynamic Model of the Phenomenon of “Jet” in Electrochemical Machining of Metals
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During electrochemical machining of metals in the nterelectrode gap in places with low stat-
ic pressure there is a phenomenon of cavitation. As part of the “ideal process” model of elec-
trochemical processing, a two-dimensional problem is solved related to determining the
shape of the treated surface taking into account attached cavitation. A condition is applied
that allows taking into account the influence of the electric field on the hydrodynamics of
the cavitating f low of an ideal incompressible liquid in the interelectrode gap.

Keywords: electrochemical machining of metals, cavitation, ideal incompressible f luid
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