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В статье приводятся готовые формулы, описывающие решения краевых задач тео-
рии упругости в прямоугольнике, у которого две противоположные стороны свобод-
ны, а на двух других заданы нормальные или касательные напряжения. Рассмотрены
все случаи симметрии относительно центральных осей. Решения представляются
рядами по собственным функциям Папковича–Фадля. Коэффициенты рядов опре-
деляются по простым замкнутым формулам как интегралы Фурье от заданных гра-
ничных функций. Приводится пример сравнения точного решения с решением, по-
лученным на основе балочной теории, для достаточно узкого прямоугольника.
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1. Введение. Точные решения краевых задач теории упругости в прямоугольнике с
различными граничными условиями на его сторонах – одна из наиболее известных
проблем (обзоры [1, 2]). Это связано как с их практической значимостью, так и с раз-
личными вопросами теоретического характера (влияние концевых эффектов, поведе-
ние решений в окрестности сингулярных точек, оценка различных приближенных
теорий и т.д. [3]).

Статья базируется на ранее полученных авторами точных решениях для полуполо-
сы [4–8] благодаря несложному обобщению: экспоненциальные функции заменяются
гиперболическими. По этой причине промежуточные выкладки опущены и сразу
приводятся окончательные формулы.

Строгая постановка и решение краевых задач теории упругости в прямоугольнике в
виде рядов по собственным функциям Папковича–Фадля возможны только в рамках
модели с остаточными напряжениями [9] (что обусловлено базисными свойствами
собственных функций). В этой модели стороны прямоугольника, непрямолинейные
до деформации, становятся прямолинейными после. Поэтому граничные условия вы-
полняются строго на прямолинейных сторонах области. Для перехода к (представлен-
ным в работе) решениям в традиционной постановке нужно в решениях, описываю-
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Рис. 1.
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щих остаточные напряжения, определенным образом изменить знаки перед некото-
рыми формулами.

В противоположность этому, в классической модели Шермана [10] стороны прямо-
угольника, прямолинейные до деформации, остаются прямолинейными и после. Это
достигается добавлением недостающего или удалением лишнего материала (создание
“вкладок” [11]). Вкладками устраняются разрывы перемещений, поэтому в модели
Шермана–Мусхелишвили (в отличие от модели с остаточными напряжениями) вы-
полняются условия совместности деформаций, но при этом граничные условия ста-
вятся на осях вкладок, совпадающих с первоначальными границами прямоугольника
(эти вопросы подробно обсуждались в предыдущих статьях авторов, например, [4–8]).

Все формулы имеют одинаковую структуру (идентичную решениям Файлона–Ри-
бьера [3]): вначале стоит коэффициент Лагранжа – аналог коэффициента Фурье в пе-
риодических решениях, затем зависящее только от переменной  отношение какой-
либо собственной функции Папковича–Фадля к отвечающему ей нормирующему
множителю (в периодических решениях он обычно равен единице) и, наконец, зави-
сящее только от переменной  выражение, в которое входят гиперболические функ-
ции. Некоторая внешняя громоздкость формул обусловлена комплекснозначностью
выражений.

2. Постановка задачи и общие формулы. Ниже приводятся формулы, описывающие

решения краевых задач в полуполосе  и в прямоугольнике
 (их схемы показаны на рис. 1 и 2).

Горизонтальные стороны  полуполосы и прямоугольника свободны, т.е.
здесь напряжения

(2.1)

На торце полуполосы

(2.2)

а на торцах прямоугольника

(2.3)

Верхним знакам перед функциями ,  в последней строке (2.3) соответствует
четно-симметричная деформация прямоугольника относительно вертикальной оси
симметрии , а нижним – нечетно-симметричная.
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Рис. 2.
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При четно-симметричной деформации полуполосы и прямоугольника относитель-
но горизонтальной оси симметрии  функция  должна удовлетворять требованию
самоуравновешенности:

(2.4)

При нечетно-симметричной деформации условия самоуравновешенности внешних
нагрузок будут такими:

(2.5)

Характеристические уравнения для четно-симметричной и нечетно-симметричной
деформаций относительно горизонтальной оси  имеют вид соответственно

(2.6)
Нулевым корням уравнений (2.6) отвечают известные элементарные решения.

Кроме этого, уравнения (2.6) имеют бесконечные наборы комплексных корней. Они
расположены симметрично относительно начала координат в комплексной плоскости  и
имеют следующую асимптотику соответственно для четно-симметричной и нечетно-
симметричной задач:

(2.7)

Комплексным корням отвечают быстро затухающие решения в виде разложений по
собственным функциям Папковича–Фадля.

Требования к гладкости граничных функций те же, что и в теории тригонометриче-
ских рядов Фурье. Это обусловлено асимптотической близостью в (2.7) чисел  и .
Помимо этого, граничные функции должны обращаться в ноль в окрестности концов
отрезка  либо быть непрерывными здесь и равными нулю при . В против-
ном случае решение краевой задачи может быть нерегулярным по Мусхелишвили [11].

Приведем группы формул, не связанных с переменной  и поэтому остающихся
неизменными как для полуполосы, так и для прямоугольника (  – коэффициент
Пуассона).
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2.1. Четно-симметричная деформация относительно оси . Собственные функции
Папковича–Фадля:

(2.8)

Коэффициенты Лагранжа (аналоги коэффициентов Фурье) ,  и нормирующие
множители :

(2.9)

2.2. Нечетно-симметричная деформация относительно оси . Собственные функции
Папковича–Фадля:

(2.10)

Коэффициенты Лагранжа ,  и нормирующие множители :

(2.11)

В формулах (2.9) ,  – финитные части функций, биортогональных к соб-
ственным функциям ,  (2.8), соответственно. Аналогично для фор-
мул (2.11), (2.10).

Требования самоуравновешенности внешних нагрузок обусловлены самоуравнове-
шенностью соответствующих собственных функций.

3. Решение краевой задачи для полуполосы. Решение задачи ищется в виде рядов
(элементарные решения опущены):
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(3.1)

где через   обозначены соответственно продольное и поперечное пере-
мещения, умноженные на модуль сдвига, ,  – неизвестные коэффициенты разло-
жений.

Когда на торце полуполосы заданы нормальные напряжения, окончательно получим:

(3.2)

Если на торце полуполосы заданы касательные напряжения, то имеем:

(3.3)

Для четно-симметричной деформации полуполосы нужно воспользоваться форму-
лами (2.8), (2.9), а для нечетно-симметричной – формулами (2.10), (2.11).
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4. Решение краевой задачи для прямоугольника.
4.1. Четно-симметричная деформация относительно вертикальной оси симметрии .

Решение задачи ищется в виде рядов (элементарные решения опущены):

(4.1)

Когда на вертикальных сторонах прямоугольника  заданы нормальные на-
пряжения, получим следующие конечные формулы:

(4.2)

Когда заданы касательные напряжения, решение задачи будет таким:

(4.3)
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4.2. Нечетно-симметричная деформация относительно вертикальной оси симметрии .
В этом случае в формулах (4.1)–(4.3) надо гиперболические синусы заменить на ги-
перболические косинусы и наоборот. В результате получим следующие формулы.

Когда на сторонах  известны нормальные напряжения:

(4.4)

Когда известны касательные напряжения:

(4.5)

Так же, как и в случае полуполосы, для четно-симметричной относительно гори-
зонтальной оси симметрии  деформации прямоугольника нужно воспользоваться
формулами (2.8), (2.9), а для нечетно-симметричной – формулами (2.10), (2.11).

5. Пример. В качестве примера рассмотрим нечетно-симметричную относительно
оси  и четно-симметричную относительно оси  деформацию достаточно узкого
прямоугольника, полагая , , толщина пластинки  (по умолчанию во
всех вышеприведенных формулах).

Примем

(5.1)

Воспользовавшись формулами (4.4), (2.8), (2.9), получим решение задачи.
Сравним это решение с балочной теорией (схемы задач показаны на рис. 3).
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Рис. 3.
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Поперечная нагрузка, изгибающий момент и перерезывающая сила соответственно
равны

(5.2)

Нормальные и касательные напряжения в балке определяются по формулам

(5.3)

где  – момент инерции поперечного сечения балки.
Сравним точное и приближенное решения. На графиках сплошным кривым соот-

ветствует решение в прямоугольнике, а точечным – балочное решение.
На рис. 4 показаны кривые распределения нормальных напряжений  в

прямоугольнике и  в балке, а на рис. 5 показаны касательные напряжения
 в прямоугольнике и  в балке.

На рис. 6 и 7 соответственно показаны распределения нормальных и касательных
напряжений в поперечных сечениях  прямоугольника и балки.

На всех графиках соответствующие кривые практически неразличимы. Заметные
различия возникают вблизи концов , где и нормальные, и касательные напря-
жения уже очень малы. В частности, на рис. 8 и 9 показаны соответственно нормаль-
ные и касательные напряжения в сечении . Эти различия являются проявле-
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Рис. 4.
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Рис. 5.
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ниями, так называемых, “концевых эффектов” [3]. На расстоянии от узких торцов
пластинки, равном примерно ее ширине , они практически исчезают в полном со-
ответствии с принципом Сен-Венана [3]. Физически различия обусловлены тем, что в
отличие от балочной теории, здесь перемещения .

Заключение.
1. В статье приведены готовые точные решения краевой задачи теории упругости

для прямоугольника. Горизонтальные стороны прямоугольника свободны, а на верти-

2d

± ≠( , 1) 0V x
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Рис. 6.
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Рис. 7.
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кальных заданы нормальные или касательные напряжения. Рассмотрены все случаи
симметрии относительно центральных осей, комбинируя которые можно получить
решения, не обладающие симметрией.

2. Добавляя к полученному решению решение, “повернутое” на 90 градусов, можно
получить решения для прямоугольника с произвольными (самоуравновешенными)
нагрузками на всех его сторонах.

3. Все формулы имеют одинаковую структуру: коэффициент Лагранжа, затем отно-
шение собственной функции Папковича–Фадля к отвечающему ей нормирующему
множителю и, наконец, выражение, зависящее только от переменной .x
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Рис. 8.
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Рис. 9.
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4. Формулы остаются теми же для любых (непериодических) однородных гранич-
ных условий на вертикальных сторонах прямоугольника (жесткое защемление, ребра
жесткости и т.д.). Однако другими будут собственные функции Папковича–Фадля,
собственные числа , нормирующие множители  и биортогональные функции

, .

5. Распределение напряжений в достаточно узком прямоугольнике, длина которого
в десять раз больше ширины, практически не отличается от балочного решения. Су-

λk kM
( )kx y ( )kt y
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щественные различия имеются вблизи свободных торцов прямоугольника, где напря-
жения весьма малы. Эти различия обусловлены концевыми эффектами и быстро ис-
чезают по мере удаления от торцов.

Исследование М.Д. Коваленко и И.В. Меньшовой выполнено при финансовой
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The article presents ready-made formulas describing solutions to boundary value problems
of the theory of elasticity in a rectangle in which two opposite sides are free and normal or
tangential stresses are given on the other two sides. All cases of symmetry with respect to the
central axes are considered. The solutions are represented as series in Papkovich–Fadle ei-
genfunctions. The series coefficients are determined from simple closed formulas as Fourier
integrals of given boundary functions. An example of comparing the exact solution with the
solution obtained on the basis of the beam theory is given for a sufficiently narrow rectangle.
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