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Рассматривается контактная задача о колебаниях штампа с плоским основанием на
поверхности гетерогенного слоя при учете сил трения в области контакта. Микро-
структура пористоупругого насыщенного флюидом слоя описывается уравнениями
Био-Френкеля, в области контакта выполняется закон трения Кулона–Амонтона.
Краевая задача сведена к разностному интегральному уравнению 1-го рода относи-
тельно контактных давлений. Построено приближенное решение интегрального
уравнения с использованием метода граничных элементов. Исследовано влияние
частоты вибрации, толщины слоя на контактные напряжения на примере маслосо-
держащего композита на основе фенилона, механические модули которого опреде-
лены с помощью методов микромеханики и наноиндентирования.
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1. Введение. Контактным задачам теории упругости посвящены многочисленные
исследования, отметим здесь монографии и статьи школы академика Бабешко В.А.,
где рассмотрены динамические контактные задачи для упругих слоистых оснований
[1–4], для насыщенных пористоупругих сред такие задачи представлены в работах [5–
9]. Особым интересом и актуальностью пользуются приложения контактных задач к
трибологии. Решения широкого круга контактных задач в статической и квазистати-
ческой постановках для однородных упругих и вязкоупругих сред рассмотрены рабо-
тах [10–12], для пористоупругих насыщенных сред, описываемых моделью Био-Френ-
келя рассмотрены в работах [13–15], в том числе в динамической постановке [7–9].

В настоящей работе рассматривается динамическая контактная задача для гетеро-
генного двухфазного слоя при учете трения в области контакта. Для описания микро-
структуры основания, состоящего из изотропной вязкоупругой матрицы и вязкого
флюида, использованы уравнения гетерогенной среды Био [16–18]. Практическое
значение рассматриваемой задачи при конструировании новых наномодифицирован-
ных композиционных материалов [19–21] состоит в изучении влияния динамических
эффектов, возникающих за счет вибрации, на трибологический процесс. С этой це-
лью численные расчеты представлены для маслонаполненного композита с матрицей
на основе фенилона и наноразмерных добавок, экспериментально определены модуль
Юнга, в том числе, с помощью наноиндентирования, коэффициент Пуассона [21].
Изменение механических модулей многофазной среды при росте пористости получе-
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Рис. 1. Схема динамической контактной задачи.
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но с помощью дифференциальной схемы метода самосогласования и конечно-эле-
ментных моделей со стохастически распределенными сферическими порами [22].

2. Постановка задачи. Рассматривается контактная задача о вибрации с частотой 
жесткого штампа с плоским основанием шириной  под действием приложенной к

нему силы  изменяющейся по гармоническому закону, на верхней
границе слоя , , занятого гетерогенной средой, состоящей из двух
фаз: вязкоупругой пористой матрицы-скелета и вязкого флюида (рис. 1).

Будем полагать, что амплитуда приложенной силы такова, что в процессе колеба-
ний не происходит нарушение контакта или возникновение зон скольжения. В обла-
сти контакта нормальные и касательные напряжения связаны законом Амонтона–
Кулона, а внутренняя микроструктура основания описывается уравнениями Био-
Френкеля [16–18]. Считаем, что штамп и границы слоя непроницаемы для жидкой
фазы, а режим колебаний является установившимся. После отделения временного
множителя уравнения Био-Френкеля имеют вид:

(2.1)

где A, N, Q, R, , ,  – механические характеристики двухфазной среды,  и  −
тензоры деформации, соответствующие амплитудным значениям векторов перемеще-

ний твердой фазы  и жидкой фазы ,  – тензор напряжений, действую-

щий на вязкоупругий скелет,  – давления, действующие на флюид в порах,

, где ,  – динамическая вязкость флюида и проницаемость среды соот-
ветственно,  – пористость среды.

Граничные условия в случае слоя, лежащего без трения на жестком основании, имеют вид:

(2.2)

где  – амплитуда перемещения штампа в вертикальном направлении, μ – коэффици-
ент трения,  – неизвестные контактные давления.

ω
2a

− ω − ω= 1 2{ , }i t i tP e P eP
−∞ < < ∞x ≤ ≤0 y h

( ) ( )
( ) ( )

Δ + ∇ + ∇ ⋅ + ∇ ⋅ + ω ρ + ρ + ω − =

∇ ∇ ⋅ + ∇ ⋅ + ω ρ + ρ − ω − =

2
11 12

2
12 22

( ) ) ( ) 0

) ( ) 0

N A N Q i b

Q R i b

u u v u v u v

u v u v u v

σ = δ + + εδ

σ = + ε =

2

; , 1,2

s
ij ij ij ij
f

Ae Ne Q

Qe R i j
= + ε = +

= ∇ ⋅ ε = ∇ ⋅ Γ = σ + δ σ
, , , ,( )/2, ( )/2

, , ,
ij i j j i ij i j j i

s f
ij ij ij

e u u

e u v

v v

ρ11 ρ12 ρ22 e ε

1 2{ , }u uu v v1 2{ , }v σ
s

σ f

−= η2 1
ob m k η ok

m

Γ = μΓ ≤
Γ = = = δ ≤

Γ = = >
= = Γ =

v

v

v

21 22

22 2 2

22 2 2

2 2 21

( , ) ( , );
( , ) ( ), ( , ) ( , ) ;

( , ) 0, ( , ) ( , );
( ,0) ( ,0) 0, ( ,0) 0,

x h x h x a
x h q x u x h x h x a

x h u x h x h x a
u x x x

δ
( )q x



323КОЛЕБАНИЯ ШТАМПА НА ПОВЕРХНОСТИ ГЕТЕРОГЕННОГО СЛОЯ
Перейдем в соотношениях (2.1)–(2.2) к безразмерному виду:

линейные величины отнесены к полуширине штампа. Замыкают постановку краевой
задачи (2.1)–(2.2) условие излучения волн на бесконечность, устанавливаемые анало-
гично случаю упругой среды [2]. Далее, будем разыскивать контактные давления 
и горизонтальные смещения  под штампом.

3. Сведение краевой задачи к интегральному уравнению. Применим к уравнени-
ям (2.1)–(2.2) интегральное преобразование Фурье [23] по переменной . Представим
перемещения в виде двух скалярных и векторного потенциалов [8]. В результате урав-
нения (2.1) расщепляются на три волновые уравнения, а потенциалы соответствуют
трем типам волн: медленной и быстрой продольной, и поперечной волны, распро-
страняющимся в гетерогенной среде со скоростями , . В результате получим
связь перемещений и напряжений для слоя:

(3.1)

Контур  выбирается в соответствии с условиями излучения волн на бесконеч-
ность,  – параметр преобразования Фурье, ,  – матрицы Грина для пе-
ремещений скелета и флюида соответственно.

где ,  – диагональные матрицы с элементами
, , ,

(3.2)
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С целью оптимизации вычислительных процессов проведем ряд аналитических преоб-
разований и раскрытий неопределенностей, в результате матрица Грина примет вид:

(3.3)

В случае толщины слоя  соотношения (3.3) принимают вид:

и совпадают с ранее полученными соотношениями для компонент матрицы Грина в
случае гетерогенной полуплоскости [8].

После удовлетворения граничных условий (2.2), приходим к интегральному урав-
нению 1-го рода с разностным ядром относительно неизвестного контактного дав-
ления:

(3.4)

Ядро интегрального уравнения (3.4) имеет вид:

(3.5)
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4. Построение решения интегрального уравнения. Элементы матрицы  являют-
ся мероморфными функциями в комплексной плоскости, с общими комплексными
полюсами, определяемыми соотношением . Комплексные полюса определя-
ют скорость и затухание поверхностных волн в гетерогенном слое. Проведен анализ
поведения элементов матрицы  при :

(4.1)

Аналитические методы регуляризации и решения уравнений с разностным ядром
для упругих сред развиты в фундаментальных работах школы академика Бабешко В.А.,
например, в работах [1–4]. В настоящей работе для построения приближенного реше-
ния уравнения (3.4) применен метод граничных элементов, при этом в качестве регу-

ляризатора уравнения использована функция , , не имеющая полю-
сов в комплексной плоскости и совпадающая по асимптотическому поведению с
членом, несущим логарифмическую особенность. Для пористоупругого полупро-
странства этот метод успешно апробирован и изложен в [7–9]. Выделим в (3.5) лога-
рифмическую особенность:

(4.2)

где  – функция Макдональда нулевого порядка [24]. Интеграл  в (4.2) яв-
ляется быстро сходящимся. Выбор  ускоряет сходимость при дальнейших вы-
числениях интегралов. Проведем дискретизацию области контакта для плоского
штампа, выбрав точки коллокации , , равномерно распределенными, с шагом

 на отрезке , ; . При этом по-
лагаем ; .

В результате решение интегрального уравнения (3.4) сводится к конечной системе
линейных уравнений  порядка, быстро сходящейся и обладающей квазидиагональ-
ной матрицей:

(4.3)
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люсов подынтегральных функций в (3.5) и их анализа при стремлении внутреннего
трения среды к нулю [2]. Отметим, что для анализа скорости сходимости процесса
оценивались элементы невязки для количества разбиений N и 3N. Измельчение сетки
производилось до относительного значения невязки, меньшего чем . Горизон-
тальные смещения под штампом определялись через контактные давления следую-
щим образом:

(4.4)

Заметим, что при построении численного алгоритма в соотношениях (3.2)–(3.4)
для функций , ; , необходимо выносить растущие при больших ар-
гументах экспоненты за рамки вычислительного процесса.

5. Результаты численного анализа. На примере гетерогенного слоя моделировалось
покрытие из композиционного материала с матрицей на основе ароматического по-
лиамида фенилона, модифицированного наноразмерной добавкой (алюмо-магниевая
шпинель) и наполнителем в виде цилиндрового масла [21]. Модуль Юнга и коэффи-
циент Пуассона композита определены экспериментально, в том числе, с помощью
наноиндентирования [21]. Изменение этих модулей при различной пористости, а так-
же модуля объемного сжатия дренированной среды получены с помощью конечно-
элементного моделирования [22] и на основе дифференциальной схемы метода само-
согласования. Коэффициенты уравнений (2.1) по известным модулям объемного сжа-
тия вязкоупругой матрицы , пористой среды с незаполненными порами , флюи-
да , пористости  вычислялись по формулам, приведенным в [16, 18]. Численный
анализ проводился при следующих данных:  ГПа,  ГПа,  ГПа,

 кг/м3,  кг/м3,  ГПа,  =
= 3.58 ГПа,  ГПа,  ГПа.

Вязкость матрицы композита учитывалась в рамках модели частотно-независимого
внутреннего трения, поскольку фенилон отличается малой склонностью к ползучести
под действием напряжений [25], а использование нанодобавок с целью модификации
матрицы композита позволяет подавлять релаксационные процессы [25]. Согласно
такому подходу модуль сдвига имеет вид , где величина  пропорциональна
тангенсу угла механических потерь вязкоупругого материала [26–29]. Вследствие этой
зависимости присутствует малая комплексная составляющая в коэффициентах урав-

нения (2.1) N, A, Q, R [18, 27], . Диапазон изменения параметра 
был оценен на основании анализа влияния различных наноразмерных добавок на ве-
личину внутреннего трения композиционного материала с матрицей из фенилона [27].
Отметим, что на скорость сходимости процесса решения системы уравнений в соот-
ношениях (4.3) параметр  влияние не оказывает, а изменение контактных давлений
для приведенного диапазона изменения  при этом не превышает 2%. Коэффициент

проницаемости гетерогенной среды изменялся в диапазоне  м2 [30],
а извилистость поровых каналов соответствовала случаю частиц сферической фор-
мы [31].

В рамках численного эксперимента исследовались нормальные и касательные кон-
тактные напряжения при вибрации на верхней границе слоя штампа с плоским осно-
ванием при заданной единичной осадке. На основании проведенных исследований
установлен ряд общих закономерностей поведения контактных напряжений при уче-
те трения в области контакта, как для гетерогенного полупространства, приведенные
в работах [7–9], так и для слоя. При возрастании коэффициента трения значительно
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Рис. 2. Влияние частоты колебаний штампа на распределение модуля касательных контактных напряжений.
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увеличивается несимметричность распределения напряжений под штампом, появля-
ется выраженный экстремум. Зависимость нормальных и касательных контактных на-
пряжений от пористости гетерогенного основания [7, 8], проницаемости композита,
вязкости жидкой фракции, определяющей степень межфазной адгезии и взаимодей-
ствия фаз [9], носит нелинейный характер. Модули контактных напряжений умень-
шаются при увеличении пористости и насыщенности флюидом [7, 8].

Наибольшее отличие от гетерогенного полупространства имеют зависимости кон-
тактных напряжений от частоты колебаний штампа, от толщины слоя. Рис. 2 иллю-
стрирует распределение под штампом модуля касательных контактных напряжений

 при разных частотах колебаний  Гц,  Гц,  Гц,  Гц,

, , , . При увеличении частоты не наблюдается
монотонное изменение контактных напряжений, имеется диапазон частот, где кон-
тактные напряжения имеют максимальное значение, этот диапазон зависит от всех
параметров задачи.

Среднее за период изменение количества энергии источника колебаний, отдавае-
мое в среду через область контакта, следуя [4], определяется соотношением:

где  – скалярное произведение векторов, с учетом соотношений (2.2), (3.1).
На основании численного анализа контактных напряжений и горизонтальных пере-
мещений можно оценить энергетическое воздействие за период колебаний, от кото-
рого, в том числе, зависит износостойкость композиционного материала, при этом
изменение амплитуды силы трения за период колебаний играет ключевую роль. Эту
закономерность иллюстрирует рис. 3, где показаны изменение нормальных контакт-
ных напряжений  за период колебаний Т для двух значений частоты колебаний
штампа  Гц (слева) и  (справа). Сплошная линия соответствует t = 0,
пунктирная t = T/4, штриховая t = T/2, штрих-пунктирная t = 3T/4. Диапазон измене-
ния нормальных контактных напряжений пропорционален энергетическому воздей-
ствию при колебаниях штампа, имеет максимальное значение при  = 100–180 Гц для
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Рис. 3. Изменение нормальных контактных напряжений за период колебаний Т.
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Рис. 4. Влияние толщины слоя на распределение модуля касательных напряжений под штампом.
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данной гетерогенной среды. При этом необходимо учитывать не только нормальные,
но и горизонтальные перемещения в области контакта.

Если количество поверхностных волн остается неизменным, контактные давления
меняются монотонно, прослеживается нелинейная зависимость их от толщины слоя.
В случае двух распространяющихся поверхностных мод распределение касательных
напряжений по области контакта при возрастании толщины слоя иллюстрирует рис. 4,
где сплошная линия соответствует , пунктирная – , штриховая –

, штрих-пунктирная – ,  = 60 Гц. Зависимость контактных напря-
жений от частоты колебаний, толщины покрытия, пористости, вязкости флюида в по-
рах нелинейная.

Заключение. Построено аналитико-численное решение динамической контактной
задачи для гетерогенного слоя в рамках модели Био при учете сил трения в области
контакта. На основании проведенного численного анализа контактных напряжений
показана необходимость учета не только механических характеристик гетерогенной

=/ 0.5h a =/ 0.75h a
=/ 1.0h a =/ 1.25h a ω
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среды, ее пористости, флюидонасыщенности среды, степени взаимодействия фаз, но
и частоты колебаний и толщины слоя. Дана оценка энергетического воздействия в
контактной области за период колебаний, которое играет ключевую роль в износостой-
кости конструированного гетерогенного композиционного материала. Проведенные
исследования позволяют найти оптимальное соотношение механических свойств ком-
позитного материала, работающего в условиях динамического нагружения, управлять
трибологическим процессом с помощью подбора толщины слоя и состава композита.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 20-08-00614-а.
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Vibrations of a Punch on the Surface of a Heterogeneous Layer with Account 
of Friction in the Contact Area

O. A. Belyaka,# and T. V. Suvorovaa,##

a Rostov State Transport University, Rostov on Don, Russia
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The contact problem of vibrations of a punch with a f lat base on the surface of a heteroge-
neous layer is considered, taking into account the friction forces in the contact area. The mi-
crostructure of a porous-elastic layer saturated with a f luid is described by the Biot–Frenkel
equations; in the contact area, the Coulomb–Amonton law of friction is fulfilled. The
boundary value problem is reduced to a difference integral equation of the first kind for con-
tact pressures. An approximate solution of the integral equation is constructed using the
boundary element method. The influence of vibration frequency, layer thickness on contact
stresses was investigated on the example of an oil-containing composite based on phenylone,
the mechanical moduli of which were determined using micromechanical methods.

Keywords: dynamic contact problem, heterogeneous layer, contact area with friction
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