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Рассматривается движение упругой панели в потоке идеальной жидкости. Предпо-
лагается, что панель совершает малые поперечные колебания и подвержена для их
подавления внешним механическим воздействиям. Формулируется и решается зада-
ча оптимизации процесса демпфирования колебаний, оцениваемых квадратичным
энергетическим критерием. Выведены необходимые условия оптимальности, при-
меняемые для подавления гидроупругих колебаний на конечном интервале време-
ни. Приводится итерационный алгоритм демпфирования колебаний, основанный
на последовательном решении “прямых” задач взаимодействия движущихся жидко-
сти и панели и сопряженных задач возвратного интегрирования однородного урав-
нения с последовательным определением соответствующего приближения для опти-
мального управления, подавляющего колебания. Развиваемый алгоритм оптималь-
ного демпфирования колебаний иллюстрируется на примере аналитического
определения стабилизирующего воздействия.
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Проблема подавления колебаний механических систем представляет значительный
теоретический и прикладной интерес. Для распределенных систем колебания и дина-
мическая устойчивость изучались как в рамках самосопряженных (консервативных),
так и несамосопряженных (неконсервативных) задач. Возникающие в этом направле-
нии вопросы рассматривались ранее [1–3]. Значительное внимание при этом уделя-
лось проблемам колебаний деформируемых систем, взаимодействующих с жидкостью
или газом (см., например, [4–8]). Отметим здесь представляющие интерес задачи о
гидроупругих взаимодействиях, основанные на точных выражениях для реакции жид-
кости [9–14]. Исследовались [13–19] проблемы устойчивости и оптимизации движу-
щихся упругих и вязкоупругих материалов. В результате определялись критические
величины скоростей материала и потока жидкости, а также критические значения на-
тяжения материала, приводящие к потере устойчивости.

В данной работе на основе точного аналитического решения связанной задачи гид-
роупругости и использования аппроксимации реакции жидкости выведено уравнение
в частных производных, описывающее колебания панели, движущейся поступательно
в потоке идеальной жидкости. Приведена формулировка и исследование задачи опти-
мального подавления колебаний в результате приложения к панели активных демп-
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фирующих воздействий. Решение задачи оптимизации выполняется на основе выве-
денных в работе необходимых условий экстремума и конечно-элементной аппрокси-
мации дифференциального уравнения вынужденных колебаний и сопряженного
однородного дифференциального уравнения. Реализация метода Галёркина сводится
к интегрированию двух систем обыкновенных дифференциальных уравнений, опре-
деляющих функцию прогибов и сопряженную переменную. Описывается эффектив-
ный итерационный алгоритм отыскания определяющих переменных и соответствую-
щих демпфирующих воздействий. Приводится иллюстрирующий пример аналитиче-
ского решения задачи оптимального подавления колебаний.

1. Основные соотношения. Рассматривается равномерное поступательное движение
со скоростью  упругой панели, погруженной в поток идеальной несжимаемой жид-
кости, движущейся со скоростью  в направлении оси  используемой лабораторной
(Эйлеровой) системы координат  (рис. 1). Уравнение малых поперечных колеба-
ний движущейся панели записывается в виде [13]

(1.1)

где  – поперечное перемещение,  – масса, приходящаяся на единицу пло-
щади панели,  – величина натяжения,  – изгибная жесткость,  – реак-
ция жидкости, а  – прикладываемое поперечное управляющее воздей-
ствие. Используя в дальнейшем безразмерные пространственную и временную коор-
динаты ,  и безразмерную переменную  (полудлина пролета
панели  и характерное время  рассматриваются в качестве заданных размерных ха-
рактерных величин), запишем, опуская штрихи у безразмерных величин, начальные и
граничные условия

(1.2)

(1.3)

в которых  – безразмерное время окончания рассматриваемого процесса демпфиро-
вания колебаний,  и  – заданные начальные возмущения перемещений и
их скоростей. Граничные условия (1.3) соответствуют опиранию краев панели. Выбор
фиксированной в пространстве Эйлеровой системы координат объясняется удоб-
ством учета граничных условий (1.3) в фиксированных точках, так как при использо-
вании Лагранжевой системы координат, связанной с движущейся панелью или пото-
ком жидкости, эти условия становятся подвижными. Данная постановка соответству-
ет движению бумажной ленты, поддерживаемой валками, в бумагоделательном
производстве и др. Предполагается, что фигурирующие при формулировке динамиче-
ской модели функции ,  и  удовлетворяют условиям

Влияние воздействия потока жидкости на колебания движущейся упругой панели
описывается, как показано в [11–13], при помощи сингулярного интеграла, усложня-
ющего реализацию вычислительного процесса при использовании модели (1.1)–(1.3).
Учитывая необходимость многократного использования в данной работе этой моде-
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Рис. 1. Движущаяся панель в потоке жидкости.
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ли, применим в дальнейшем аппроксимацию реакции жидкости следующим диффе-
ренциальным выражением [14]

в котором  – плотность жидкости, а  – присоединенная масса жидкости. Приве-
денное выражение для  позволяет представить уравнение колебаний движущейся
панели в следующем виде:

С использованием величины  определим основные используемые безраз-
мерные параметры

позволяющие придать основному уравнению гидроупругих колебаний удобную для
проведения анализа безразмерную форму

(1.4)

Заметим, что фигурирующая в правой части уравнения (1.4) безразмерная функция
нагрузки  (функция безразмерных координат , ) связана с исходной раз-
мерной величиной  следующим соотношением:

(1.5)
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Заметим также, что модели присоединенных масс часто используются для учета
инерционных эффектов в задачах о взаимодействии элементов конструкций с жидко-
стью. В данной работе теория присоединенных масс применена для моделирования
поведения гибких движущихся панелей. При этом предполагаются выполненными
предположения о плавном обтекании движущейся панели жидкостью и о не превы-
шении критических скоростей ( , ), т.е. скоростей дивергенции и
флаттера [13, 14]. При сделанных предположениях невозмущенное состояние движу-
щейся панели является устойчивым. Точное аналитическое выражение для реакции
жидкости в форме сингулярного интеграла [13, 14] аппроксимируется дифференци-
альным выражением, которое было получено строгим аналитическим методом и не
накладывает дополнительных ограничений на параметры задачи и применимо при тех
же условиях, что и исходная интегро-дифференциальная модель.

2. Задача оптимизации и условия оптимальности. Рассмотрим процесс подавления
возникающих поперечных гидроупругих колебаний движущейся в потоке панели,
осуществляющийся за счет прикладываемых к панели поперечных нагрузок 
(управляющих воздействий). Качество процесса подавления колебаний оценивается
значением функционала, зависящего от перемещений  и скоростей 
в конечный момент времени , то есть

(2.1)

Здесь  и  – заданные параметры.
На управляющее демпфирующее воздействие  наложено энергетическое

ограничение в виде следующего неравенства:

(2.2)

где  – заданная постоянная.
Рассматриваемая задача оптимизации процесса гашения колебаний движущейся в

потоке жидкости упругой панели заключается в отыскании управляющего экстре-
мального воздействия  ( ), удовлетворяющего энергетическому нера-
венству (2.2) и минимизирующего квадратичный функционал качества (2.1).

Для реализации процесса минимизации рассматриваемого функционала выведем
необходимые условия оптимальности. Для этого воспользуемся уравнением колеба-
ний и начально-краевыми условиями в вариациях

(2.3)

(2.4)

(2.5)

соответствующими (1.1)–(1.3). Используем в дальнейшем также выражения для вари-
аций минимизируемого функционала  и ограничения (2.2), записанного предвари-
тельно в виде равенства при помощи введения вспомогательной неизвестной  [16]
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Будем иметь

(2.7)

Введем в рассмотрение сопряженную переменную , удовлетворяющую по опре-
делению граничным условиям

(2.8)

совпадающим с условиями опирания, наложенными на переменную  в (1.3). Умно-
жим затем уравнение в вариациях (2.3) на переменную  с последующим интегрирова-
нием произведения по области . Используя начально-краевые условия (2.4), (2.8) и
интегрирование “по частям”, представим вариацию полученного интеграла в виде

(2.9)

Необходимое условие оптимальности процесса демпфирования колебаний сводится к
равенству нулю вариации расширенного функционала Лагранжа, то есть

(2.10)

где  – множитель Лагранжа. Подстановка выражений (2.7), (2.9) в уравнение (2.10) и
учет произвольности вариаций ,  при  и вариации  приводит к необхо-
димому условию оптимальности

(2.11)

если ограничение (2.2) выполняется со знаком строгого равенства и, следовательно,
. При этом

(2.12)

В случае строгого неравенства в (2.2) величина вспомогательной переменной  в (2.6)
отлична от нуля, а из необходимого условия экстремума ( ), которое получается
из (2.10), следует, что .

Из условия обращения в ноль полной вариации в (2.10) также получим однородное
дифференциальное уравнение для сопряженной переменной

(2.13)

удовлетворяющей условиям в конечный момент времени  рассматриваемого вре-
менного интервала
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(2.15)

При помощи исключения зависимости от  в правой части условия (2.15) полу-
чим удобное для применения условие в конечный момент времени

(2.16)

Отметим, что условие экстремума расширенного функционала

(2.17)

означает, что для неактивного ограничения (2.2), выполняющегося со знаком строго-
го неравенства, из (2.2) и (2.6) следует, что . Соответствующий множитель
Лагранжа в этом случае должен полагаться равным нулю, как это следует из необходи-
мого условия оптимальности (2.17). Тем самым, ограничение (2.2) в этом случае не
учитывается при отыскании оптимального решения. Если же , то , и соот-
ветствующее ограничение является “активным”.

Таким образом, рассматриваемая задача оптимизации сводится к решению связан-
ных начально-краевой задачи (1.2)–(1.4) и краевой задачи (2.8), (2.13) с условиями (2.14),
(2.15) или (2.14), (2.16) в конечный момент времени. При этом оптимальное демпфи-
рующее воздействие  находится с применением условий экстремума.

3. Метод решения задачи оптимизации. Для отыскания способа оптимального гаше-
ния колебаний движущейся в потоке жидкости упругой панели предложен алгоритм
определения управляющих воздействий, который основывается на применении выве-
денных условий экстремума и решении связанных терминальными условиями уравне-
ний, определяющих распределения прогибов  и сопряженной переменной .
Итерационный алгоритм решения задачи оптимизации заключается в последователь-
ном выполнении описанных ниже итераций и шагов.

На первом шаге первой итерации решается “прямая” задача, состоящая в интегри-
ровании уравнения динамики (1.4) с граничными условиями (1.3) при  и на-
чальными условиями (1.2) при , описывающими начальные распределения воз-
мущений перемещений  и скоростей  при . На начальном этапе итераци-
онного процесса при выполнении первого шага первой итерации в качестве
демпфирующего воздействия задается некоторое неоптимальное управление  =

= , удовлетворяющее неравенству (2.2). При выполнении последующих итера-
ций алгоритма в качестве управляющего воздействия на первом шаге принимается
воздействие, полученное из условий оптимальности на третьем шаге предыдущей ите-
рации.

На втором шаге итерационного алгоритма с учетом найденного на первом шаге рас-

пределения  и соответствующих величин  и , входя-
щих в терминальные условия (2.14), (2.16), решается задача возвратного интегрирова-
ния сопряженного уравнения (2.13) с граничными условиями (2.8) и условиями (2.14),
(2.16) в конечный момент времени, рассматриваемыми в качестве начальных условий
при отыскании .

На третьем шаге с применением найденного на втором шаге распределения сопря-
женной переменной  и использованием условий экстремума (2.2), (2.6), (2.11),
(2.12) и (2.17) находится текущее приближение для оптимального воздействия ,
прикладываемого к панели в области  ( ). Полученное на третьем шаге ите-
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рационного процесса демпфирующее управление рассматривается далее в качестве
“начального” при переходе к первому шагу следующей итерации алгоритма.

Приведем некоторые детали нахождения оптимального управления, основанного
на методе Галёркина [20]. Представим искомые распределения поперечных переме-
щений панели  и сопряженной переменной  в виде рядов

(3.1)

где ,  ( ) – неизвестные функции времени, подлежащие опреде-
лению с использованием уравнений, определяющих  и , а  – функции фор-
мы, определяемые выражениями

(3.2)

и удовлетворяющие граничным условиям (1.3) для  и (2.8) для  при . Для ко-
ординатных функций метода Галёркина  и  получим обыкновенные диффе-
ренциальные уравнения, подставив выражения (3.1) в соответствующие динамиче-
ские уравнения (1.4), (2.13), определяющие переменные  и , и умножив
получающиеся соотношения на  ( ) с последующим интегрированием
по . Выполняя стандартные операции, характерные для метода Галёркина
[20, 21], будем иметь две системы дифференциальных уравнений, служащих для опре-
деления величин  и 

(3.3)

(3.4)

Коэффициенты , , ,  и функции  ( ) определяются выраже-
ниями

(3.5)

( ),w x t ( )v ,x t

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
= =

= Ψ = Ψ v

0 0

1 1
, , , ,

n n

n n n n
n n

w x t q t x x t s t x

( )nq t ( )ns t = … 01, 2, ,n n
w v ( )Ψn x

( ) ( )( ) [ ]πΨ = + ∈ −sin 1 ; 1, 1
2n

nx x x

w v = ±1x
( )nq t ( )ns t

( ),w x t ( )v ,x t
( )Ψ j x = …1, 2,j

[ ]∈ −1, 1x

( )nq t ( )ns t

( ) ( )

( )( ) ( )

=


α + + ακ + +


 + κ + − + β − = 



0 2

2
2

1

2 2

1 2 1

1 1 0

n
n n

m jn m jn
n

m jn jn n j

d q dqr A r r B
dtdt

r r C D q G t

v

v

( ) ( )

( )( ) }
=


α + + ακ + +


 + κ + − + β = 


0 2

2
2

1
2 2

1 2 1

1 1 0

n
n n

m jn m v jn
n

m v jn jn n

d s dsr A r r B
dtdt

r r C D s

jnA jnB jnC jnD ( )jG t = …1, 2,j

−
= Ψ Ψ = δ

1

1
jn n j jnA dx

( ) +
−

=
Ψ = Ψ =   − − ≠  −


1

2 21

0, ,

1 1 ; ,
n

j njn j

j n
dB dx nj j ndx

n j

( )
−

Ψ π= Ψ = − δ
1 2 2

2
1 2

n
jn j jn

d jC dx
dx

( )
−

Ψ π= Ψ = δ
1 4 4

4
1 2

n
jn j jn

d jD dx
dx

( ) ( ) ( ) [ ]
−

= Ψ ∈  

1

1
, ; 0, ,j j fG t x g x t dx t t



365ОПТИМАЛЬНОЕ ДЕМПФИРОВАНИЕ КОЛЕБАНИЙ
а начальные условия для  при  и условия для  в конечный момент времени
 записываются в виде ( )

(3.6)

(3.7)

4. Пример оптимизации процесса демпфирования колебаний. Проиллюстрируем про-
цесс определения оптимального демпфирования, полагая

(4.1)

и ограничиваясь выполнением двух итераций. При этом рассматривается вариант ите-

рационного процесса, когда на первом шаге первой итерации полагается 
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При этом получаемое на третьем шаге первой итерации алгоритма приближение для
оптимального демпфирующего воздействия запишется в виде

(4.6)

Применим найденное выражение (4.6) для  при интегрировании уравнения
колебаний

(4.7)

на первом шаге второй итерации с учетом начальных условий (4.3). Опуская промежу-
точные выкладки, будем иметь

(4.8)

Для величины, получаемой при минимизации функционала (2.1) на второй итерации,
имеем

(4.9)

При этом получаемая на второй итерации величина оптимизируемого функционала
качества процесса демпфирования колебаний достигает минимального значения

(4.10)

при . На рис. 2 представлены зависимости функционала  = 

от значения параметра . При этом сплошная кривая соответствует значению величи-
ны , штриховая кривая – значению ; параметры  и  полагались равны-
ми единице. Еще один пример, иллюстрирующий применение представленного алго-
ритма подавления колебаний, приведен в работе [21] для других исходных данных за-
дачи.

5. Некоторые замечания и выводы. Проведенное исследование развивает гидроупру-
гую модель взаимодействия продольно движущейся панели и потока идеальной жид-
кости с учетом возникающих поперечных колебаний панели. Влияние внешней жид-
кой среды на упругие деформации учитывается на основе присоединенных масс. Про-
блема эффективного подавления поперечных колебаний за счет приложения к
пластине поперечных механических воздействий сформулирована и решена с приме-
нением современной теории оптимизации систем с распределенными параметрами.
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движущейся в потоке панели сформулирована сопряженная динамическая задача для
сопряженной переменной и выведены необходимые условия оптимальности. Эти
условия и сформулированные задачи для функции состояния и сопряженной пере-
менной позволили развить эффективный итерационный алгоритм последовательной
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Рис. 2. Зависимость минимизируемого функционала  от параметра .
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оптимизации. Приведенный пример аналитического решения задачи оптимизации
процесса подавления поперечных колебаний иллюстрирует разработанный алгоритм.

Для подавления гидроупругих колебаний управляющее воздействие представлялось
в виде  с неопределенными (в общем случае) независимыми переменными

 и . Но в общем случае экстремальное управляющее воздействие может оказываться
очень сложным, и его практическая реализация будет затруднительна. Принимая это
во внимание, можно предложить разделенное представление  =  с от-
дельными функциями положения  и времени . В этом подходе раздельно представ-
лены конкретная геометрическая реализация (взаимное расположение актьюаторов в
случае применения нескольких актьюаторов и типы актьюаторов: точечные, площад-
ные, стационарные, подвижные и др.), определяемая , и вариации действия по
времени . Такое разделение делает возможным исследование и сравнение эффек-
тивности различных способов приложения демпфирующих воздействий к панели и
оценивание разнообразных программ функционирования во времени, таких как ре-
лейное управление, гармоническое, ударное и другие управляющие программы по-
давляющих воздействий.

Заметим также, что предложенный подход подавления гидроупругих колебаний дви-
жущейся панели естественным образом обобщается на движущиеся неразрезные пане-
ли из термоупругих материалов, подверженные термомеханическим воздействиям.

Работа выполнена по теме госзадания (номер госрегистрации АААА-А20-
120011690132-4) и при частичной финансовой поддержке Российским фондом фунда-
ментальных исследований (проект № 20-08-00082а).
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The movement of elastic panel in the stream of ideal f luid is considered. The panel is under
small transverse vibrations and is under external suppression action. The problem of optimi-
zation of vibration damping is formulated and solved for the case of quadratic energetic cri-
terion. The necessary optimality conditions for suppression of hydroelastic vibrations are de-
rived for finite time interval. The iteration algorithm of vibration suppression based on suc-
cessive solution of “direct” problems of interaction of moving fluid and panel and adjoint
problems of reverse integration of homogeneous equation is presented. The corresponding
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approximation of optimal control suppression is determined. Then, the developed algorithm
is illustrated for example of analytical determination of stabilized action.

Keywords: hydroelastic interaction, vibration suppression, optimization of damping actions
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