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Анализируется динамика развертываемой орбитальной тросовой системы, состоя-
щей из трех наноспутников. На первом этапе спутник, состоящий из трех секций
(наноспутников) отделяется от базового космического аппарата, и совершает сво-
бодное движение по орбите с некоторой остаточной угловой скоростью. На втором
этапе происходит отделение от центрального спутника двух наноспутников в проти-
воположных направлениях, при этом формируется тросовая система, которая совер-
шает движение вблизи вертикали. Предлагаются достаточно простые программы
управления, которые реализуются без обратной связи. Оценивается влияние возму-
щений при отделении наноспутников на формирование системы и на движение на-
носпутников вокруг своих центров масс. Для анализа динамики системы использу-
ются две математические модели: одна модель построена методом Лагранжа и рас-
сматривает спутники как материальные точки; другая модель записывается в
неподвижной геоцентрической системе координат и позволяет оценить влияние
возмущений на угловое движение наноспутников.
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1. Введение. Тросовые группировки спутников [1–6] это нетрадиционные космиче-
ские системы, основное преимущество которых состоит в возможности создания про-
тяженных легких конструкций на орбите. Однако вопросы формирования тросовых
группировок спутников на орбите, управления их движением еще недостаточно изу-
чены и требуют дальнейшего развития. Важным классом тросовых группировок явля-
ются тросовые системы, в состав которых входят наноспутники (НС), обладающие
небольшой массой и размером. Так как возможности управления такими системами
ограничены, то актуальным представляется разработка достаточно простых алгорит-
мов управления движением тросовых группировок НС на этапах их развертывания и
функционирования. С другой стороны, использование тросов как легких механиче-
ских связей между спутниками является одним из способов стабилизации движения
как системы в целом (гравитационная стабилизация), так и каждого НС в отдельности
при его движении вокруг своего центра масс. В последнем случае силы натяжения
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тросов создают восстанавливающий момент, стабилизирующий угловое движение НС
относительно направления троса [7].

При анализе движения орбитальных тросовых группировок чаще всего космиче-
ские аппараты (КА), входящие в их состав, рассматривались как материальные точки
[1–6]. Хотя понятно, что более полное описание движения таких систем должно
включать в себя уравнения движения каждого КА вокруг своего центра масс. Деталь-
ному анализу движения КА как твердых тел в составе тросовых систем уделялось су-
щественно меньшее внимание. В частности, можно рассматривать [8, 9] влияние ко-
лебаний троса со спускаемой капсулой (материальная точка) на свободное движение
относительно центра масс базового КА, с которого развертывалась тросовая система.
Исследовалось также движение капсулы вокруг центра масс при развертывании тро-
совой системы [7], причем базовый КА большой массы перемещался по неизменной
орбите, и предполагалось, что система управления движением обеспечивает его ори-
ентацию по местной вертикали. Здесь необходимо отметить, что вопросы развертыва-
ния и свертывания космических тросовых систем являются наиболее сложными с
точки зрения динамики и управления их движением [10–13], что обуславливает посто-
янное внимание к этому направлению исследований.

2. Описание задачи. В настоящей работе рассматривается задача формирования тро-
совой группировки, состоящей из трех НС, в положение, близкое к вертикальному.
Ставится задача построения достаточно простых программ управления, которые мо-
гут быть реализованы без обратной связи. При этом должны выполняться ограниче-
ния на силы натяжения тросов для исключения их провисания (они должны быть на-
тянуты, то есть положительны), на скорость выпуска тросов (устройства выпуска тро-
сов работают только на их торможение), на угловое движение НС относительно
направления тросов. Оценивается влияние возмущений при разделении НС и их мас-
сово-инерционной асимметрии на выполнение рассматриваемых ограничений. Для
предварительного упрощенного анализа движения системы построена математиче-
ская модель методом Лагранжа, в которой НС рассматриваются как материальные
точки. Показано, что в сочетании с этой моделью может быть использовано аналити-
ческое решение [7], полученное методом усреднения, и предназначенное для оценки
выполнения ограничений на угловое движение НС. Более полная модель простран-
ственного движения системы записывается в неподвижной геоцентрической системе
координат и служит для детального моделирования движения системы, включая про-
цессы разделения НС. Характерной особенностью этой модели является использова-
ние кинематических уравнений углового движения НС в форме уравнений Эйлера–
Пуассона [14], то есть в этом случае интегрируемыми переменными системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений являются компоненты матрицы перехода от
геоцентрической неподвижной к связанным с НС системам координат (матрица на-
правляющих косинусов). Использование рассматриваемых уравнений позволяет из-
бежать особенностей при описании углового движения НС характерных, например,
для кинематических уравнений в углах Эйлера. С другой стороны, такая запись кине-
матических уравнений углового движения для НС позволяет избежать вычисления уг-
ловых скоростей вращения тросов относительно неподвижной геоцентрической си-
стемы координат при записи кинематических уравнений в углах Эйлера, определен-
ных относительно направления тросов. Предлагаемые программы управления
нетрудно распространить на большее число НС в группировке.

2. Математическая модель движения системы в неподвижной системе координат. Дви-
жение системы определяется в геоцентрической системе координат , где плос-
кость  совпадает с плоскостью экватора, а ось  направлена в точку весеннего
равноденствия. Тогда уравнения движения центров масс НС записываются в виде

(2.1)
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Рис. 1.
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где  – гравитационные силы,  – гравитационный параметр Земли,
 – силы натяжения тросов,  – радиус-вектора центров масс НС. Здесь централь-

ный спутник имеет номер 2 и от него почти одновременно отделяются два НС в про-
тивоположных направлениях. Очевидно для концевых НС в системе (2.1) имеем

.
Силы натяжения тросов вычисляются следующим образом

(2.2)

где  – жесткость тросов,  – модуль упругости Юнга,  – площадь поперечного
сечения тросов,  – недеформированная длина тросов; ,  –
радиус-вектора, соединяющие точки крепления тросов; , ,

,  (рис. 1).
Процесс выпуска троса моделируется с помощью динамических уравнений [7]

(2.3)

где коэффициент  учитывает инерционность механизма управления,  – управля-
ющая (тормозящая) сила в механизме управления, которая изменяется по заданной
программе.
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При определении углового движения НС относительно направлений тросов ис-
пользуются классические динамическими уравнения Эйлера, записанные в главных
связанных системах координат

(2.4)

где  – угловые скорости НС,  и  – моменты
инерции и моменты сил в главных связанных осях, действующих на каждый НС,

.
Кинематические уравнения записываются в форме уравнений Эйлера–Пуассона

(2.5)

где  – вектора угловых скоростей НС,  – орты главных связанных си-

стем координат, .
При наличии у НС инерционной асимметрии в связанной системе координат, одна

из осей которой совпадает с направлением “центр масс – точка крепления троса”, ис-
пользуется пересчет тензоров инерции (2.1), (2.3)–(2.5)

(2.6)

где  и  – тензоры инерции в главной связанной и связанной системах координат,
 – матрицы собственных векторов для ,  – знак транспонирования,  и  –

вектора моментов сил, проекции которых записаны в разных связанных системах ко-
ординат, .

Составляющие моментов , определенные в главных связанных системах коорди-
нат, представляют собой суммы

(2.7)

где  – вектора гравитационных моментов, , ,
,  – моменты от сил натяжения тросов.

Предполагается, что концевые НС это кубы, то есть при почти однородном распре-
делении массы внутри НС их центральный эллипсоид инерции близок к шару. Поэто-
му, когда концевые НС отделяются от центрального спутника, то на них действует
только момент от силы натяжений троса, а гравитационным моментом пренебрегает-
ся.

Гравитационный момент, действующий на центральный спутник, определяется
стандартным образом [15]

(2.8)

где  – тензор инерции НС,  – вектор направляющих косинусов в главной
связанной системе координат.
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При интегрировании уравнений (2.5) должны с заданной погрешностью выпол-
няться условия ортогональности векторов  и . Для это-
го можно использовать алгоритм коррекции, основанный на минимизации корректи-
рующих добавок при изменении значений компонент векторов  [14],

.
Здесь необходимо отметить, что описанная математическая модель движения си-

стемы может быть использована в двух вариантах, которые существенно отличаются с
точки зрения временных затрат при моделировании. В первом варианте влиянием ко-
лебаний концевых тел на натяжения тросов пренебрегается, то есть при расчете сил
натяжения полагается . Во втором варианте приведенные выше
уравнения движения используются в полной мере. Как показали результаты модели-
рования учет колебаний концевых тел при расчете сил натяжения как минимум на по-
рядок увеличивает временные затраты при моделировании. Это объясняется наличи-
ем в этом случае высокочастотных продольных колебаний в тросах.

3. Математическая модель движения системы, построенная с помощью метода Лагран-
жа. Для предварительного анализа движения системы и выбора программы ее развер-
тывания, для получения некоторых аналитических оценок рационально использовать
упрощенные уравнения плоского движения системы, в которых механические связи
(тросы) нерастяжимы, а НС – материальные точки. Для построения этой модели вос-
пользуемся уравнениями Лагранжа

(3.1)

где  и  – кинетическая и потенциальная энергии системы,  – вектор
обобщенных координат,  – соответствующий вектор обобщенных скоростей,  –
вектор обобщенных непотенциальных сил. Здесь углы  определяют положения
тросов относительно оси  орбитальной системы координат (рис. 2), связанной с
центром масс системы;  – длины тросов, связывающие центральный спутник с
концевыми НС. Орбитальная правая система координат  определяется стан-
дартным образом: ось  направлена по радиус-вектору  центра масс, ось  – пер-
пендикулярно  в плоскости орбиты в сторону движения центра масс.

При развертывании системы в вектор  (3.1) входят силы натяжения тросов, кото-
рые должны изменяться по заданной программе. При записи уравнений движения в
форме (3.1), тросы предполагаются нерастяжимыми.

Уравнения (3.1) описывают формирование тросовой системы в плоском случае. Это
связано с громоздкостью выражений, описывающих поведение системы в простран-
ственном случае.

Кинетическая и потенциальная энергии системы определяются стандартным образом

(3.2)

где , , ,  – координаты центров масс НС в геоцен-
трической неподвижной системе координат, связанной с орбитальной плоскостью
центра масс системы.

Координаты  вычисляются из следующих выражений

(3.3)

где угол  определяет положение орбитальной системы координат относительно гео-
центрической неподвижной системы координат.
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Рис. 2.
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Чтобы использовать соотношения (3.3) в уравнениях (3.1) величины  необ-
ходимо выразить через обобщенные координаты. Имеют место очевидные векторные
соотношения (рис. 2)

где при определении  и  длиной векторов  пренебрегается.
Тогда, используя уравнение для положения центра масс системы Rc =

=  и проецируя (3.3) на оси орбитальной системы координат , полу-
чим

(3.4)

где  – масса системы.
При определении потенциальной энергии системы в гравитационном поле исполь-

зуется обычное допущение о том, что размеры системы много меньше, чем расстоя-
ние центра масс системы до притягивающего центра . В качестве примера рассмот-
рим приближенное представление потенциальной энергии для первого НС. Тогда
представляя функцию  в виде ряда по малым параметрам , получим

(3.5)

где  – угловая скорость движения центра масс системы по орбите,
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При записи выражения (3.5) предполагается, что орбита движения центра масс си-
стемы круговая и не изменяется за время развертывания системы. Аналогично запи-
сываются приближенные выражения для энергий .

Учитывая приближенное представление для составляющих потенциальной энергии
системы , подставляя соотношения (3.4) в уравнения Лагранжа (3.1) и проводя
дифференцирование функций, получим

(3.6)

где  – вектор ускорений для обобщенных координат системы,  и  –
известные матрица и вектор, имеющие компоненты

здесь , .
Выпуск тросов осуществляется по заданной программе, что обеспечивается про-

граммным изменением сил натяжения тросов, которые зависят от переменных состо-
яния системы. Чаще всего программные силы натяжения  задаются как функции
времени, скорости и длины троса [16]. Для системы (3.6) в рассматриваемом случае
эти зависимости зададим в виде , . После задания программ
выпуска троса система (3.6) может быть проинтегрирована любым численным мето-
дом при заданных начальных условиях.

4. Программы выпуска троса. Так как наноспутники характеризуются небольшими
массой и размерами, то программы выпуска тросов должны быть по возможности бо-
лее простыми и не предъявлять больших требований к механизмам управления. Наи-
более простой вариант, это чтобы механизмы управления работали только на тормо-
жение троса [16] и без обратной связи. Причем программные зависимости 
должны быть построены так, чтобы они обеспечивали формирование системы задан-
ной конфигурации, и при этом выполнялись бы ограничения на ее переменные состо-
яния. В рассматриваемом случае тросовая группировка НС располагается в конечном
состоянии вблизи вертикали, а накладываемые ограничения имеют следующий вид:
1) силы натяжения  (тросы должны быть натянуты); 2) скорости вы-
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пуска троса  (механизмы работают только на торможение); 3) при заданной ко-
нечной длине между НС  скорости .

В связи вышесказанным предлагается следующая программа выпуска тросов

(4.1)

Здесь коэффициент  обеспечивает торможение троса и задается так, чтобы
разделить процесс выпуска тросов на два участка: быстрого и медленного развертыва-
ния, а именно

(4.2)

где , а функция  обеспечивает гладкое соединение участков, где она при-
нимает постоянные значения  и  ( ). Соединение участков осу-
ществляется обычным полиномом пятой степени, с помощью которого можно обес-
печить непрерывность первых и вторых производных функции (4.2) в точках  и

.
Пример изменения функции  в зависимости от относительной величины ко-

нечного расстояния между НС  при , , ,
 приводится на рис. 3. Соотношения (4.1)–(4.2) задают программу вы-

пуска троса, параметрами которой являются величины . Эти парамет-
ры должны быть выбраны так, чтобы при заданной конечной длине троса  были
выполнены перечисленные выше ограничения на переменные состояния процесса
развертывания.

На рис. 4–5 показаны временные зависимости для характеристик процесса выпус-
ка троса для одного из НС при формировании вертикальной тросовой системы, состо-
ящей из трех НС. Зависимости, приведенные на рис. 4, соответствуют программе раз-
вертывания троса (4.1)–(4.2) с параметрами, приведенными выше (рис. 3). Другие па-
раметры тросовой системы имеют следующие значения:  кг,  кг,

 км, высота круговой орбиты 500 км, относительная скорость разделения НС
0.1 м/с, угловая скорость вращения составного спутника до разделения 0.1 с–1. На рис.
4–5 в качестве независимой переменной используется безразмерное время .
При окончании выпуска тросов  их длины фиксируются.

Несмотря на относительную простоту построенной модели, в которой НС пред-
ставляют собой материальные точки, на основании ее использования все же можно
сделать некоторые выводы об особенностях предлагаемой программы развертывания:

1. Вне зависимости от начального положения составного НС относительно верти-
кали и его начальной угловой скорости (которая может изменяться в достаточно боль-
шом диапазоне) по окончании развертывания система совершает колебания относи-
тельно вертикали, с некоторой амплитудой, величина которой определяется значени-
ями параметров программы управления.

2. На участке быстрого развертывания (после окончания переходного процесса) все
НС располагаются практически на одной линии, если отделение НС осуществляется
одновременно, с равными скоростями и НС имеют одинаковые массы. Как показыва-
ет анализ уравнений движения (3.6) перемещения НС по прямой, которая составляет
постоянный угол с вертикалью ( ), обеспечивается равенством гравитационных мо-
ментов и моментов от сил Кориолиса.
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Рис. 3.
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3. При переходе на участок медленного торможения скорость выпуска троса умень-
шается, что приводит к колебаниям системы относительно вертикали с некоторой ам-
плитудой, величина которой определяется значением угла .

4. Величина угла  определяется значением параметра : при его увеличении
амплитуда колебаний системы относительно вертикали уменьшается. Однако это со-
ответственно увеличивает время развертывания системы.

5. Начальная скорость разделения НС может изменяться в достаточно широком
диапазоне, что не влияет на выполнение перечисленных выше ограничений, а только
изменяет время выпуска троса. Для приведенных исходных данных увеличение скоро-
сти разделения НС на один порядок (до ) уменьшает время выпуска троса при-
близительно в 1.5 раза, причем качественно зависимости на рис. 4–5 не изменяются.

Для последнего вывода (при изменении скорости разделения) необходимо отме-
тить, что фазовый портрет системы на плоскости  мало изменяется (рис. 6,

), а для траекторий концевых НС относительно вертикали изменяется
лишь масштаб. В качестве примера на рис. 7 показаны траектории концевых тел после
разделения НС при изменении скорости разделения от 0.1 м/с (рис. 7, а) до 
(рис. 7, б). Для рис. 7, б масштаб был увеличен в 10 раз. На рис. 7, в показаны полные
траектории концевых тел при скорости разделения 0.1 м/с. Время перехода системы из
режима вращения в движение вблизи вертикали без вращения является небольшим и
зависит от скорости разделения НС почти линейно. При скорости разделения 0.1 м/с
время переходного процесс составляет приблизительно 4 с, при скорости 1 м/с – 0.4 с.

Результаты, приведенные на рис. 4–7, относятся к случаю, когда имеется полная
симметрия относительно центрального НС (по скорости разделения и ее направле-
нию, по массам ). Поэтому траектории концевых НС симметричны и центр
масс системы совпадает с центром масс центрального НС. Малая асимметрия по ука-
занным выше характеристикам слабо влияет на приведенные результаты. В качестве

θe
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Рис. 4.
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примера достаточно большой асимметрии на рис. 7, г показаны траектории концевых
тел относительно центрального НС, когда масса нижнего НС в два раза больше массы
верхнего НС (  кг,  кг). В этом случае процесс развертывания системы
происходит следующим образом, во-первых, нижняя часть тросовой системы с боль-
шим по массе НС развертывается быстрее; во-вторых, после окончания развертыва-
ния нижней части (когда длина троса фиксируется) имеет место возмущение траекто-
рии верхнего НС; в-третьих, изменяется угол  на участке прямолинейного разверты-
вания (для большей нижней концевой массы он меньше). Аналогичное влияние
наблюдается, если имеется асимметрия в величине скорости разделения верхнего и
нижнего НС. Там, где скорость больше, развертывание этого участка естественно осу-

=1 4m =3 2m

θe
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Рис. 5.
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ществляется быстрее, и далее имеют место те же явления, что и при наличии асиммет-
рии масс.

Влияние направления разделения НС по отношению к вертикали более сложное и
может привести к вероятностным явлениям при движении тросовой системы. Даже
если начальные углы равны , то и в этом случае движение системы может стать
не предсказуемым. Было установлено, что существует некоторый диапазон для на-
чальных углов  такой, что если , то процесс перехода системы из
режима вращения в режим движения вблизи вертикали включает в себя несколько
оборотов системы вокруг центра масс системы. Только после этого система выходит
на участок прямолинейного движения без вращения. Следовательно, существует не-

=1 2θ θ

1,2θ [ ]∉ −1,2 max maxθ θ ,θ
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Рис. 6.
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которая окрестность “седловых” точек , для которой финальное поло-
жение системы (какой НС вверху, а какой внизу) не предсказуемо, так как малое из-
менение начальных значений углов  может привести к изменению конечного поло-
жения системы. Для исходных данных, соответствующих симметричной системе, и
приведенных выше, критический угол . Переходный процесс, который
включает в себя несколько оборотов симметричной системы относительно центра
масс, показан на рис. 8, а (начальные углы  = 70°). Для симметричной системы
критическое значение  при увеличении начальной скорости разделения НС уве-
личивается, а при увеличении начальной угловой скорости вращения составного НС –
уменьшается.

Если отделение НС не симметрично по направлению, то может иметь место запу-
тывание системы, когда один НС начинает вращаться относительно центра масс си-
стемы, а другой – нет. Пример такого поведения системы приводится на рис. 8, б, где
начальные углы равны ,  = 23°.

5. Определение движения спутников относительно центров масс. В общем случае для
определения движения НС относительно своих центров масс требуется интегрирова-
ние полной системы уравнений (2.1), (2.3)–(2.5) при заданных начальных условиях.
В частности, для задания начальных условий кинематических уравнений (2.5) необхо-
димы вычисления матрицы перехода между неподвижной геоцентрической  и
главными связанными системами координат спутников. Для этого используется ор-
битальная правая система координат, связанная с центром масс  системы 
(рис. 2). Матрица перехода между системами координат  и  определяется
стандартным образом [17] с помощью углов , где  – долгота восходящего узла,

– наклонение орбиты,  – аргумент широты. Положение тросов относительно си-
стемы координат  в пространственном случае определяется двумя углами  и

 [7], причем, если , то имеет место плоский случай движения, рассмотренный
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Рис. 7.
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выше в разд. 3. Угловое положение главных связанных систем координат НС относи-
тельно тросов определяется углами Эйлера  (соответственно углы прецес-
сии, нутации и собственного вращения). Таким образом, после задания перечислен-
ных выше углов начальные условия для интегрирования кинематических уравнений
движения (2.5) для каждого НС определяются из соотношений

(5.1)

где столбцы матрицы есть проекции единичных векторов  на оси геоцен-
трической неподвижной системы координат , , ,  – матрицы пе-
рехода между перечисленными выше системами координат.

В процессе интегрирования системы уравнений (2.1), (2.3)–(2.5) необходимо опре-
делять угловое положение НС относительно тросов. Для определения углов, опреде-
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Рис. 8.
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ляющих положение НС относительно тросов, необходимо ввести системы координат,
связанные с плоскостями, проходящими через линию, соединяющую точки крепле-
ния тросов и их радиус-векторами. Например, пусть точка  это точка крепления тро-
са, соединяющего первый НС со вторым, а  – ее радиус-вектор в геоцентрической
системе координат . Для этого НС введем правую систему координат .
Здесь ось  направлена к точке крепления троса ко второму НС, ось  – по век-
торному произведению , где . Используя известные проекции
векторов  в геоцентрической системе координат , можно найти проек-
ции ортов системы координат  в той же системе и, таким образом, матрицу пе-

a
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OXYZ a a aa x y z
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рехода между системами координат  и . В этом случае ориентация перво-
го НС относительно вектора  (или направления троса) определяется ориентацией
связанной с НС системы координат  относительно системы координат .
Здесь ось  связанной системы координат направлена от центра масс НС к точке
крепления троса. Очевидно, что угол нутации  для первого НС это угол между осями

 и . При этом угол прецессии  определяется через проекции единичного век-

тора оси  в системе координат  следующим образом ,

. Естественно для НС, отличного по крайних НС, определяют-
ся две совокупности углов Эйлера по отношению к двум тросам, расположенных по
обеим его сторонам.

Следует отметить, что при моделировании движения системы с использованием
уравнений (2.1), (2.3)–(2.5) возможны случаи провисания (или ослабления) тросов.
Это связано с используемым выражением для определения силы натяжения (2.2), учи-
тывающим односторонность механической связи. В этом случае ориентация НС
определяется по отношению к линии, соединяющей точки крепления троса. Есте-
ственно, алгоритмы вычисления углов Эйлера не изменяются.

6. Расчет процесса разделения наноспутников. До разделения составной НС, состоя-
щий из нескольких секций, совершает свободное движение по орбите как твердое те-
ло с некоторой угловой скоростью. Очевидно, что в этом случае уравнения движения
составного НС представляют собой частный случай уравнений (2.1), (2.3)–(2.5). За
расчетный (номинальный) случай принимается случай одновременного отделения
двух НС от центрального НС. Если НС отделяются не одновременно, то расчет изме-
нения скоростей НС может быть получен аналогично.

Рассмотрим, например, начальную фазу формирования системы, когда от состав-
ного НС отделяются два НС в противоположных направлениях. Пусть разделение НС
осуществляется с относительными скоростями  и . Направление векторов  и

 определяется относительно связанной продольной оси составного НС с помощью
углов , . В этом случае в связанной системе координат составного НС получим

(6.1)

С использованием закона сохранения импульса вычисляются скорости НС после
разделения

(6.2)

где  – вектор скорости центра масс составного НС до разделения.
Для определения угловых скоростей НС после разделения используется теорема об

изменении кинетического момента твердого тела при ударном воздействии (см., на-
пример, [18])

(6.3)

где  – ударные импульсы, действующие на 1 и 3 спутник;  – приращение ки-

нетических моментов НС, .
Импульсы  определяются из выражений

(6.4)
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Зная приращения  нетрудно определить изменение угловых скоростей НС
после их разделения

(6.5)

где  – тензоры инерции спутников.
После разделения ориентация каждого НС соответствует ориентации составного

НС до разделения. Приведенный алгоритм вычисления угловых скоростей НС после
их разделения учитывает статическую (например, смещение точки крепления троса
относительно продольной оси НС) и инерционную (отличие тензора инерции НС от
диагонального) асимметрии спутников, что при их наличии приводит к возмущениям
углового движения НС.

7. Анализ углового движения спутников в составе развертываемой тросовой системы.
Для предварительной оценки углового движения НС можно использовать аналитиче-
ские формулы, основанные на методе усреднения [7, 19]. Рассматриваемое аналитиче-
ское решение соответствует движению твердого тела вокруг неподвижной точки для
случая, близкого к случаю Лагранжа, который характеризуется наличием не малого
восстанавливающего момента (по сравнению с другими возмущениями) относитель-
но неподвижной точки. Для данной задачи – это момент силы натяжения троса отно-
сительно центра масс НС. При применении данного аналитического решения спут-
ники считаются статически и динамически симметричными, но при этом рассматри-
вается пространственное их движение, а ограничения накладываются только на углы
нутации спутников, определенные относительно тросов. Ниже показано, что решение
может быть применено не только для крайних спутников [7], но и для центрального
НС системы. Основное предположение, на котором основывается данное аналитиче-
ское решение, это медленное изменение восстанавливающего момента по сравнению
с характерной частотой колебаний НС относительно своего центра масс. Аналитиче-
ское решение имеет вид [7]

(7.1)

где  – амплитуды колебаний, соответствующие “прямой” и “обратной” прецесси-

ям НС;  – собственная частота плоских колебаний НС на тросе,  – си-
ла натяжения троса,  – расстояние между точкой крепления троса и центром масс
НС,  – момент инерции динамически симметричного НС относительно
осей связанной системы координат, ,  и  – значения переменных
в момент разделения спутников. При использовании формулы (7.1) предполагается,
что угловая скорость  (для исключения кручения троса можно использовать
специальные шарниры).

Применение решения (7.1) требует вычисления начальных значений , .
Значение частоты  вычисляется непосредственно по приведенной выше форму-
ле. Начальные значения амплитудных характеристик определяются в пространствен-
ном случае после задания начальных угловых скоростей НС в связанной системе ко-
ординат и углов их ориентации относительно троса: ,   . Причем
углы  могут иметь произвольные значения, например, , что не влия-
ет на определяемые амплитуды колебаний. Тогда [7]

(7.2)

где , .

ΔK1,2,3

−Δ = Δ =ω K
1 ; 1,3,k k kJ k

kJ

 ω + ω=  
ω + ω 

0.252 2 2

1,2 1,2 2 2 2
/4 (0)(0) ,

/4
x x s

x x s

Ja a
J

1,2a

ω = Δ /s sT l J T
Δl

= =s y zJ J J
= /x x sJ J J 1,2(0)a ω (0)s

ω = constx

1,2(0)a ω (0)s

ω (0)s

ω , , (0)x y z α(0), ψ(0), φ(0)
ψ, φ = =ψ(0) φ(0) 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )= + + 22
1,2 2,1 α0 ω 0 ω 0 α 0 ω 0 /2ω 0 ,z ya

( ) ( ) ( )= ω + ω2 2 2
αω 0 0 /4 0x x sJ ( ) ( ) ( )= ω ±1,2 αω 0 0 /2 ω 0x xJ



37АНАЛИЗ ДИНАМИКИ ФОРМИРОВАНИЯ ТРОСОВОЙ ГРУППИРОВКИ
При использовании аналитического решения (7.1) угол нутации вычисляется следу-

ющим образом , где  – фазы колебаний. Отсюда по-
лучается оценка для максимального и минимального угла нутации

(7.3)

Аналитическое решение может быть использовано совместно с любой из описан-
ных моделей движения (2.3)–(2.5) или (3.6), достаточно задать программу изменения
сил натяжения тросов.

Применение аналитического решения показало, что оно может быть использовано
для предварительной оценки амплитуд колебаний НС относительно направления тро-
са при достаточно малых начальных угловых скоростях НС, которые возникают при
их разделении. Это связано с тем, что увеличение угловых скоростей приводит соот-
ветственно к увеличению амплитуд колебаний НС, то есть к не малым углам нутации,
а это являлось одним из допущений, которое использовалось при получении аналити-
ческого решения. Результаты моделирования показали, что приведенное аналитиче-
ское решение можно использовать, если углы нутации не превышают приблизительно
1.2 радиана. Кроме того, было установлено, что аналитическое решение с достаточной
точностью описывает только решения, которые получаются, если при использовании
математической модели (2.1)–(2.4) полагается , то есть не учи-
тывается влияние колебаний концевых тел на силы натяжения в тросах. С другой сто-
роны, аналитическое решение с достаточной точностью правильно оценивает макси-
мум амплитуды для угла нутации, который достигается после разделения НС. При
дальнейшем движении системы более точный учет колебаний концевых тел во всех
случаях (авторам не удалось найти опровержения этого утверждения) вело к уменьше-
нию амплитуд колебаний НС относительно направления тросов.

Приведенные выводы иллюстрируются зависимостями, представленными на
рис. 9–10, где рис. 9, а и рис. 10, а характеризуют движение крайнего НС, а рис. 9, б и
рис. 10, б – центрального НС. Рис. 9 относится к случаю, когда не полностью учиты-
вается взаимодействие между колебаниями концевых тел и тросом, а на рис. 10 в пол-
ной мере учитывается это взаимодействие. На рис. 9 также показаны (жирными лини-
ями) амплитудные характеристики углов нутации, полученные с помощью аналитиче-
ского решения (7.3). Как следует из приведенных результатов моделирования имеет
место интересный эффект стабилизации движения НС за счет взаимодействия коле-
баний твердых тел и троса. Причем такая стабилизация более ярко выражена для цен-
трального НС, который имеет связь с тросами с обеих сторон. Понятно, что такой до-
вольно сложный эффект не описывается аналитическим решением. Рис. 9–10 постро-
ены при некотором произвольном распределении угловых скоростей в момент
разделения:  с–1,  с–1,  с–1, то есть соответствуют
пространственному случаю движения НС. Крайние НС представляют собой кубы с
ребром , центральный спутник – прямоугольный параллелепипед (  м).
Здесь следует отметить, что очень значимым фактором, который влияет на амплитуд-
ные характеристики углового движения НС является величина относительных скоро-
стей их отделения от центрального спутника . С увеличением величины этих ско-
ростей максимальные углы нутации НС по крайней мере для симметричных НС
уменьшаются. Однако это имеет свои пределы, во-первых, всегда имеются техниче-
ские ограничения, во-вторых, переходный процесс в вертикальной плоскости растя-
гивается (рис. 7, а, б), что в конечном итоге приводит к увеличению амплитуд колеба-
ний всей системы относительно вертикали в конечном состоянии.

Влияние массово-инерционной асимметрии на движение НС относительно центра
масс имеет два источника, во-первых, при разделении НС действие ударных импуль-

( )= + + −2 2
1 2 1 2 1 2α cos ψ ψa a a a 1,2ψ

= + = −max 1 2 min 1 2,a a a a a a

= = = =r r r r12 21 23 32 0

( )ω =0 0.1x ( )ω = −0 0.1y ( )ω =0 0.1z

0.1 м × ×0.1 0.1 0.6

1,3rV
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Рис. 9.
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сов приводит к дополнительным возмущениям для угловых скоростей (6.3), (6.5); во-
вторых, имеют место периодические возмущения для углов нутации в процессе раз-
вертывания системы. В последнем случае возможны два характерных варианта изме-
нения амплитудных характеристик при колебаниях НС относительно тросов. Это свя-
зано с тем, что задача анализа колебаний НС относительно тросов близка к задаче о
движения волчка Лагранжа с малой асимметрией вокруг неподвижной точки [20–22].
Поэтому в рассматриваемой системе также возможны проявления резонансных эф-
фектов. Если реализуются нерезонансные случаи движения, то хотя это ведет к неко-
торому увеличению амплитуд колебаний углов нутации НС за счет наличия периоди-
ческих возмущений, но это увеличение не является катастрофическим. Положение
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Рис. 10.
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изменяется, если траектория системы проходит через резонансные области. В этом
случае возможны случаи, когда в течение некоторого времени в силу действующих
возмущений система “застревает” в резонансной области, то есть реализуется “за-
хват” в резонанс. Тогда увеличение углов нутации может быть большим, что может
привести к запутыванию или ослаблению тросов. Такой вариант поведения системы
показан на рис. 11, где угловая скорость  центрального НС пересекает резонансную

кривую [20, 22] (ее отрицательную ветвь, которая показана жирной линией)  =

= , где . Центральный НС имеет ста-
тическую асимметрию, которая характеризуется смещением его центра масс относи-

ωx
( ) ( )ω τr
x

( )±ω − (2) (2)
2τ cos α / 1 /s x sJ J ( )= +(2) (2) (2) /2s y zJ J J
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Рис. 11.
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тельно продольной оси, связанной с ним системы координат , ,

и динамическую асимметрию – . Конечно, рассматриваемые ре-

жимы движения НС требуют более подробного и полного изучения, так как, напри-
мер, необходимо учитывать трение в специальных шарнирах, которые исключают
скручивание тросов.

Заключение. На основании проведенного анализа процесса развертывания на орби-
те тросовой группировки, состоящей из трех НС, можно сделать следующие выводы:

=2 23/ 0.01y r = −2 23/ 0.01z r

( )− =(2) (2) (2)/ 0.1z y sJ J J
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1. Предложенная программа развертывания тросовой системы при надлежащем вы-
боре параметров обеспечивает приведение системы в состояние, близкое к вертикаль-
ному, с учетом выполнения задаваемых ограничений, в частности, на угловое движе-
ние НС.

2. Показано, что при разделении НС в направлении, близком к горизонтальному,
переход системы из вращательного режима в движение вблизи вертикали может про-
исходить после нескольких оборотов системы относительно центра масс.

3. Максимальные углы нутации НС почти всегда имеют место сразу после их разде-
ления на начальном участке развертывания системы.

4. С увеличением относительных скоростей разделения НС амплитуды углов нута-
ции уменьшаются, однако это приводит к увеличению амплитуд колебаний всей си-
стемы относительно вертикали после окончания ее развертывания.

5. С помощью численного моделирования установлено, что аналитическое реше-
ние, полученное ранее для вычисления амплитудных характеристик в задачах движе-
ния твердого тела, близких к случаю Лагранжа, во всех рассмотренных случаях дает
верхнюю оценку для амплитуд колебаний углов нутации симметричных НС в данной
задаче.

6. Взаимное влияние колебаний НС относительно центров масс и колебаний сил
натяжения, как показали численные результаты, приводит к уменьшению углов нута-
ции НС, определенных относительно направления тросов.

7. Наличие статической и динамической асимметрий НС может привести к резо-
нансным эффектам при движении НС относительно центра масс (“захватам” в резо-
нанс), что ведет к быстрому увеличению углов нутации НС в процессе развертывания
системы.

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ 21-51-53002.
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The dynamics of the deployed orbital tether system consisting of three nanosatellites is ana-
lyzed. In the first stage, the satellite, consisting of three sections (nanosatellites) is separated
from the base spacecraft, and performs free movement in orbit with some residual angular
velocity. In the second stage, two nanosatellites separate from the Central satellite in oppo-
site directions, and a cable system is formed that moves near the vertical. Quite simple con-
trol programs that are implemented without feedback are offered. The influence of pertur-
bations in the separation of nanosatellites on the formation of the system and on the move-
ment of nanosatellites around their centers of mass is estimated. Two mathematical models
are used to analyze the dynamics of the system: one model is constructed by the Lagrange
method and considers satellites as material points; the other model is recorded in a fixed
geocentric coordinate system and allows to estimate the influence of disturbances on the an-
gular motion of nanosatellites.

Keywords: orbital tether system, deployment, nanosatellites, control, perturbations, angular
motion of nanosatellites
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