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Рассмотрено стационарное движение идеально-пластического сжимаемого матери-
ала в сходящемся коническом канале. Полагается выполнение условия текучести
Грина и ассоциированного с ним закона пластического течения. На поверхности
контакта материала со стенкой канала считается выполненным закон максимально-
го трения. Тензор напряжений Коши как функция локальной плотности среды
определяется решением обыкновенного нелинейного дифференциального уравне-
ния первого порядка, а установление пространственного распределения плотности
сводится к отысканию определенного интеграла. Для произвольного вида функцио-
нальных коэффициентов модели Грина получены аналитические зависимости, ко-
торые задают двустороннюю оценку плотности и давления в канале. Проведено
сравнение аналитических результатов с имеющимися экспериментальными данными.
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Введение. Установившиеся течения пластических сред в сходящихся плоских или
осесимметричных каналах исследуются с помощью математической теории пластич-
ности уже почти столетие. Эти задачи моделируют широко распространенную техно-
логическую операцию – прямую экструзию. Таким способом могут быть обработаны
полимеры, металлы, различные материалы органического происхождения. Цели та-
кой обработки могут быть различными: получение длинномерного изделия с сечени-
ем, отличным по площади от сечения заготовки; упрочнение заготовки (в т.ч. поверх-
ностное); компактификация пористых материалов. Во многих практических прило-
жениях разгрузка материала после экструзии не является предметом первостепенного
интереса, и для оценки наиболее важных параметров процесса (необходимое давле-
ние и приобретенная деформация) используется жестко-пластический анализ. Первая
известная работа, посвященная этой теме – исследование Надая [1]. В этой работе бы-
ло найдено напряженное состояние пластического материала при течении в плоском
щелевом канале с сужением при условии текучести Мизеса. Соответствующее этому
напряженному состоянию поле скорости позже получил Хилл [2]. Первое решение
для осесимметричного канала было получено Соколовским [3]. Для общего случая по-
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верхности текучести, не зависящей от среднего напряжения, Шилд [4] получил систе-
му обыкновенных дифференциальных уравнений, задающих решение осесимметрич-
ной задачи экструзии идеально-пластического материала. В этой же работе приведено
и полное решение в рамках гипотезы Хаара–Кармана (для напряженного состояния,
соответствующего одному из ребер призмы Треска). Среди других работ, посвящен-
ных течению несжимаемой среды, отметим также [5–8].

Аналогичные задачи для сжимаемых сред в целом сложнее. Поверхности текучести
для пластически сжимаемых сред в наиболее простом виде задаются функциями, ко-
торые включают среднее напряжение и содержат две материальные константы. Среди
них широко известны пирамида Мора–Кулона, поверхности Мизеса–Шлейхера,
Друкера–Прагера, а также поверхность, соответствующая эллиптическому условию
текучести Грина [9] с постоянными коэффициентами. Известно, что указанные выше
классические двухконстантные условия текучести в ассоциированной формулировке
пластического течения приводят к результатам, плохо согласующимся с эксперимен-
тальными данными в части предсказанного изменения объема. Тем не менее, именно
для этих условий известны замкнутые решения в сферической геометрии (пригодные,
среди прочего, для описания движения материала в осесимметричном сужающемся
абсолютно гладком канале). Здесь укажем работы [10] (условие Мизеса–Шлейхера),
[11] (условия Мора–Кулона и Друкера–Прагера), а также [12]. В последней работе ис-
пользовано условие Грина с постоянными коэффициентами, которое приводит к ста-
тической определимости задачи о радиальной деформации полой сферы.

В более сложных моделях неизохорной пластичности используются функциональ-
ные коэффициенты при инвариантах тензора напряжений в уравнении поверхности
текучести (пластические модули), явно зависящие от безразмерной относительной
плотности пористого материала. К числу таких относятся модель Гурсона [13], а также
ряд моделей типа Грина [14–19], нашедших применение для описания прессования
порошков и деформирования различных пористых тел. Из указанных моделей наибо-
лее часто используются эмпирическая модель [15] и полученная вариационными ме-
тодами модель [18]. Для модели Гурсона известно приближенное аналитическое ре-
шение (первого порядка аппроксимации по пористости) о движении среды в кониче-
ском канале без трения [20]. Для модели Грина задача о движении среды в коническом
канале сведена [21] к интегрированию связанной системы из двух дифференциальных
уравнений первого порядка, получены численные результаты. В этой работе было рас-
смотрено течение в канале с шероховатыми стенками (сухое трение по закону Куло-
на–Амонтона), использована приближенная постановка задачи по методу Хилла. Из-
вестно также полное аналитическое решение задачи в той же постановке, но с исполь-
зованием обобщения критерия Треска на некомпактные материалы [22]. Другие
варианты подобного обобщения есть в работе [23].

Условия текучести в модели Грина и в модели Гурсона при нулевой пористости пе-
реходят в условие Мизеса, и в этом смысле являются его обобщением для некомпакт-
ных материалов. Возникает естественный вопрос – может ли пластическое течение,
описываемое этими моделями, перейти в течение несжимаемого материала Мизеса
при некоторой конечной степени редукции канала? Этот вопрос не исследовался ни в
одной из указанных работ. Тем не менее, несложно сделать вывод, что решение [20] не
допускает перехода к полному уплотнению пористого материала, а решение [22] до-
пускает переход материала в состояние несжимаемости, в котором пластические
свойства материала описываются моделью Треска, однако только при определенном
условии на пластические модули. В настоящей работе получены в аналитическом виде
такие условия для модели Грина.

В большинстве указанных выше работ рассматривались либо течения несжимаемой
среды в каналах с шероховатыми стенками, либо течения сжимаемых сред в гладких
каналах. Из известных аналитических результатов единственный раз [22] рассмотрено
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течение сжимаемой среды при наличии кулоновского трения, при этом использовано
кусочно-линейное условие текучести, приводящее к статически определимой задаче.
В настоящей работе рассматривается стационарное пластическое течение сжимаемой
среды с гладким условием текучести в условиях максимального трения на контактной
поверхности. Получены приближенные аналитические решения проблемы, которые
представляют собой двустороннюю оценку решения.

1. Постановка задачи и математическая модель процесса. Рассмотрим медленное ста-
ционарное движение пористого материала через конический канал с углом развертки

 (рис. 1, а). Задача об экструзии через цилиндрический канал (рис. 1, б) также мо-
жет быть рассмотрена в указанной постановке, если предположить, что границей
мертвой зоны материала является коническая поверхность [24]. В последнем случае
угол развертки этой поверхности неизвестен и может быть установлен либо экспери-
ментально, либо аналитически из условия минимума рассеянной энергии деформа-
ции. Будем пренебрегать обратимыми деформациями среды, считая, что пористый
материал деформируется пластически только в сужающейся части канала, где полага-
ется выполненным условие текучести Грина

(1.1)

и ассоциированный закон течения

(1.2)

где функции безразмерной относительной плотности среды  и  есть сдвиго-
вой и объемный пластические модули;  – тензор напряжений Коши,  –

среднее напряжение,  – интенсивность касательных напряжений,  =  –

;  – скалярный пластический множитель;  – тензор скорости деформации,

 =  + ,  – скорость точек среды,  – оператор Гамильтона.
Ассоциированный с поверхностью текучести (1.1) закон (1.2) позволяет, после не-

обходимых преобразований [25], получить связь тензоров  и :

(1.3)

где  – единичный тензор, .
Безразмерная плотность среды связана со скоростью материальных точек уравне-

нием неразрывности, которое в стационарном случае имеет вид

(1.4)

Введем сферическую систему координат  с центром в вершине  кониче-
ской поверхности  (рис. 1). Сферическая поверхность  соответствует входу в ка-
нал,  – выходу из канала. Будем предполагать, что движение материала радиаль-
ное в сферической системе координат, что соответствует данным экспериментов, на-
пример, [26].

Компоненты тензора скорости деформации  имеют вид

(1.5)
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Рис. 1. Схема процесса экструзии через конический (а) и цилиндрический (б) канал; МЗ – мертвая зона ма-
териала.

�0

�1

�1

�0

�0

r0
r1

r1

O

O

a

б

МЗ

МЗ

�0

r0
Используем приближенное уравнение равновесия [22]
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Здесь  соответствует гладкому каналу,  – шероховатому;  – максимальное
касательное напряжение, допустимое условием пластичности (1.1). Полагается, что
влияние силы трения в шероховатом канале ограничивается слоем малой толщины
вблизи контактной поверхности. В этой пристеночной зоне происходит интенсивное
сдвиговое деформирование, касательное напряжение в этой области близко к своему
максимально возможному значению и быстро убывает с удалением от стенок канала.

2. Двусторонняя оценка решения. Обозначим . С учетом связи (1.3)
и  имеет место соотношение

(2.1)

В области пластического течения выполняется условие (1.1), следовательно, учиты-
вая  и , имеем
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(2.2)

давление  ограничено сверху величиной , максимальное значение реализуется
при , чему соответствует состояние гидростатического сжатия.

Уравнение (1.4) позволяет получить соотношение . Тогда

(2.3)

Уравнение (1.6) с учетом соотношений (2.1), (2.2) и (2.3) замыкается относительно
плотности и принимает вид:

(2.4)

Пространственное распределение плотности с учетом соотношений (2.1) и (2.3)
определяется уравнением вида:

(2.5)

Краевое условие для уравнения (2.5) заключается в задании локальной плотности
на сферической поверхности . Краевое условие для замыкания (2.4) может
быть получено из соотношения (2.2) по значению давления на входе или выходе кана-
ла. Наиболее простым является случай, когда давление и плотность заданы на одной и
той же сферической поверхности.
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Рис. 2. Функция :  – по (2.8),  – по (2.7), сплошная линия – численное интегрирование (2.4). Ис-

пользована модель [17] и параметры ,  (закон максимального трения), .
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3. Достаточные условия уплотнения до заданной плотности. Далее мы будем рассмат-

ривать следующий вариант постановки задачи: на выходе из канала задано целевое
значение плотности, при этом противодавление в канале отсутствует: ,

. Отсюда, согласно соотношению (2.2)

(3.1)

На рис. 2 приведен график численного решения уравнения (2.4), а также графики
аналитических оценок (2.7) и (2.8) при краевом условии (3.1). Использованы функци-
ональные коэффициенты [18] модели Грина
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У верхней оценки (2.8) скорости изменения  присутствует качественная осо-
бенность, которая характерна и для решения исходного уравнения (2.4), а именно –
наличие вертикальной асимптоты , где  есть корень уравнения

Поскольку точная асимптота  решения (2.4), соответствующая , не-
известна, то значение  может быть использовано как верхняя оценка . Пористый
материал с начальной плотностью  гарантированно можно подвергнуть
обработке прямой экструзией в канале с заданной характеристикой  до заданной
плотности . При этом для определения достаточной степени редукции канала

,  следует воспользоваться уравнением (2.5) с функцией 
в виде (2.7) с учетом краевого условия (3.1):

На рис. 3, а и б приведены изолинии . На рис. 4, а и б приведены изолинии
. Пористые материалы с низкой начальной плотностью могут быть обработа-

ны в шероховатом канале с большим углом развертки (в предельном случае – в абсо-
лютно гладком канале с произвольным углом развертки, чему соответствует )
при достаточно высоких значениях степени редукции.

Замечание (возможность полного уплотнения). Так как , то на сфериче-

ской поверхности, на которой произошло полное уплотнение материала, при конеч-
ном противодавлении согласно соотношению (2.2) должно выполняться . При

этом выражение  должно быть конечным. Тогда используя верхнюю
оценку (2.8), имеем

Последнее соотношение по признаку Абеля требует

Из известных моделей типа Грина этому условию удовлетворяют только модели [9, 19],

где объемный пластический модуль имеет вид .
4. Сравнение с экспериментальными данными. Известны [24] экспериментальные

данные о процессе экструзии заготовки из спеченного порошка меди через канал, схе-
матично представленный на рис. 1, б. В серии экспериментов для трех различных зна-
чений изменения площади поперечного сечения заготовки зафиксированы угол мерт-
вой зоны материала и значение относительной плотности на выходе из канала, а так-
же давление экструзии (см. табл. 1). Начальная относительная плотность материала в
эксперименте .
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Рис. 3. Изолинии  – плотность материала на входе в шероховатый канал с полным углом разверт-

ки , достаточная для его уплотнения до заданной величины плотности  на выходе из канала.
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На рис. 5 и 6 приведено сравнение указанных экспериментальных данных с числен-
ным решением (2.4), а также с аналитическими оценками (2.7) и (2.8). В расчетах в ка-
честве исходных данных использованы экспериментальные значения ,  и ; рас-

четное значение  получено по (2.5), расчетное значение  получе-
но по формуле (2.2).

ϕ0 ρ0 ρ1

( )− 2
1 01 r r ( ) ρ=ρ− σ κ

0
rr
Таблица 1

0.19 30° 0.936 0.68–0.72
0.36 48° 0.958 1.05–1.13
0.51 58° 0.977 1.42–1.58

( )− 2
1 01 r r ϕ0 ρ1 ( ) ρ=ρ− σ κ

0
rr
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Рис. 4. Изолинии  – степень редукции  шероховатого канала с полным углом раз-

вертки , достаточная для уплотнения пористого материала, который на входе в канал имеет плотность

, до заданной величины плотности  на выходе из канала.
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Численное решение достаточно точно соответствует экспериментальным данным,
при этом аналитическая оценка (2.8) хорошо аппроксимирует численное решение.
Аналитическая оценка (2.7) дает близкие результаты для изменения площади попе-
речного сечения заготовки, однако, по всей видимости, не может быть использована
для оценки давления экструзии с достаточной точностью.

Заключение. Рассмотрено стационарное течение сжимаемой среды с условием пла-
стичности Грина в коническом канале с шероховатыми (с выполнением на контакт-
ной поверхности законом максимального трения) или гладкими стенками. Получен-
ные результаты также остаются справедливы для экструзии через цилиндрический ка-
нал с резко меняющимся сечением.

Исходная задача сведена к интегрированию одного нелинейного ОДУ и вычисле-
нию определенного интеграла. Получены двусторонние оценки решения этой систе-
мы уравнений и проведено их сравнение с экспериментальными результатами для ве-
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Рис. 5. Изменение площади поперечного сечения заготовки:  – экспериментальные данные [24], * – чис-

ленный расчет,  – с использованием аналитической оценки (2.7),  – с использованием аналитической
оценки (2.8).
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Рис. 6. Давление экструзии:  – экспериментальные данные [24], * – численный расчет,  – с использова-

нием аналитической оценки (2.7),  – с использованием аналитической оценки (2.8).
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личины давления экструзии и изменения площади поперечного сечения заготовки
при заданной начальной и конечной пористости заготовки. Нижняя оценка давления,
соответствующая постоянным пластическим модулям модели Грина, плохо согласует-
ся с экспериментальными данными, в то время как верхняя оценка приемлемо опи-
сывает эксперимент.

Аналитические результаты могут быть использованы для оценки угла мертвой зоны
материала в цилиндрическом канале посредством минимизации рассеянной мощно-
сти деформирования.
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Полученная в работе аналитическая оценка подвижной особой точки системы
уравнений процесса позволяет указать для произвольной модели типа Грина, какой
выбор начального значения пористости материала и степени редукции канала гаран-
тировано должен обеспечить уплотнение материала до заданной остаточной пористо-
сти. Проведенный анализ показывает, в частности, что полное уплотнение материала
в коническом канале может быть реализовано только в рамках моделей с логарифми-
ческим ростом объемного пластического модуля.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного
проекта № 18-31-00189.
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Approximate Analysis of Extrusion Process for Green Type Porous Material
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The stationary motion of an ideally plastic compressible material in a converging conical
channel is considered. It is assumed that the material obeys Green yield condition and nor-
mality rule. It is assumed that the maximum friction law is fulfilled on the contact surface of
the material with the channel wall. The Cauchy stress tensor as a function of the local densi-
ty of the medium is determined by solving an ordinary nonlinear differential equation of the
first order, and finding the density is reduced to calculating a definite integral. Analytical de-
pendences, which specify a two-sided estimate of the density and pressure in the channel,
are obtained for an arbitrary plastic moduli. The analytical results are compared with the
available experimental data.

Keywords: rigid-plastic analysis, porous materials, Green yield condition, extrusion, plastic
compressibility
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