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Следуя формализму термодинамики обратимая и необратимая составляющие пол-
ных деформаций принимаются в качестве термодинамических параметров состоя-
ния процесса деформирования. Определения их даются формулированием соответ-
ствующих дифференциальных уравнений их изменения (переноса), потоковые сла-
гаемые которых задают взаимовлияние этих термодинамических параметров в
процессе деформирования. Источник в уравнении переноса определяется двумя ме-
ханизмами производства необратимых деформаций: вязким (ползучесть) и пласти-
ческим (пластическое течение). Упругопластические границы оказываются местом,
где механизм производства необратимых деформаций меняется с вязкого на пласти-
ческий и при разгрузке наоборот.
Необратимые деформации не разделяются на деформации ползучести и деформа-
ции пластического течения, только достигнутые первые оказываются начальными
значениями для последующего роста вторых в новых условиях пластического тече-
ния. При разгрузке смена происходит в обратном порядке. В качестве примера рас-
смотрена задача о росте необратимых деформаций в условиях вискозиметрического
деформирования цилиндрического слоя.
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Теория пластического течения материалов [1–4] уже в своем основании, в отличие
от деформационной теории пластичности [5, 6], требует разделения полных деформа-
ций на обратимую (упругую) и необратимую (пластическую) составляющие. В опытах
полные деформации можно измерить, а их составляющие неизмеримы, потому вво-
дятся гипотетически. Когда деформации принимаются малыми, то аддитивное разде-
ление их на составляющие не встречает возражений. При больших деформациях по-
ложение усложняется принципиально. Подобным разделением требуется обеспечить
геометрическую непротиворечивость строящейся кинематики, что оказалось непро-
стой задачей. После многочисленных предложений, оказавшихся ошибочными имен-
но по такой причине, был предложен подход [7], обеспечивающий геометрическую
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безупречность в построении кинематики больших упругопластических деформаций.
В основе такого подхода лежит предложение обеспечить взаимно однозначное соот-
ветствие каждому деформированному состоянию упругопластического тела другое его
состояние, где обратимые деформации отсутствуют совершенно. Достигается послед-
нее состояние снятием усилий с каждого элементарного объема поделенного таким
способом тела при дальнейшем предельном переходе при стремлении к бесконечно-
сти числа разбиений, когда элементарные объемы стремятся к нулю. Очевидно, что
такое предельно разгруженное состояние недостижимо и остается гипотетическим.
Более того, возникают сомнения в единственности такого разгруженного состояния.
Известно, что разгрузочное состояние в упругопластическом теле может зависеть от
пути процесса разгрузки в пространстве напряжений. На таком пути могут возникать
повторные (обратные) пластические течения [8] с изменением в уровне и распределе-
нии накопленных необратимых деформаций. Следовательно, и предельное разгрузоч-
ное состояние может быть различным. Несмотря на обозначенные проблемы, данный
подход широко применяется в научной литературе [9–11]. Из большого числа
публикаций отметим лишь некоторые [12–17].

В.П. Мясников предложил использовать при создании теории больших
деформаций формализм термодинамики [18]. Если уже приходится объявлять в каче-
стве термодинамических параметров состояния упругопластического тела не полные
деформации, а их составляющие, то для последних следует записать дифференциаль-
ные уравнения их изменения (переноса). Тогда потоковые слагаемые в этих уравнени-
ях обязаны будут указать взаимовлияние обратимых и необратимых деформаций в их
изменениях, а источники задать (посредством формулирования для них определяю-
щих законов) причины, заставляющие изменяться такие введенные термодинамиче-
ские параметры. Возможной конкретизации дифференциальных уравнений переноса
для обратимых и необратимых деформаций посвящена публикация [19], подробно
воспроизведенная позже в [20]. Данные дифференциальные уравнения следует рас-
сматривать в качестве определения как необратимых, так и обратимых деформаций.
Более того с их помощью определяются и скорости изменения таких составляющих
полных деформаций, что в иных условиях оказывается самостоятельной задачей как,
например, [9], возникающая проблема “выбора” объективной производной именно с
целью задания скоростей необратимых деформаций. Введение в математическую мо-
дель дифференциальных уравнений переноса обратимых и необратимых деформаций
позволило получить решения, включая точные, целого ряда краевых задач теории
больших упругопластических и упруговязкопластических деформаций не только при
активном нагружении, но и при последующей разгрузке с расчетом остаточных на-
пряжений. Ряд таких решений составили содержание монографии [20]. Из последних
публикаций отметим [21–25].

Любой материал необходимо изначально наделен и упругими, и вязкими, и пласти-
ческими свойствами. Только с целью упрощения математического аппарата при моде-
лировании конкретных технологических операций некоторыми из таких свойств пре-
небрегают в зависимости от того, насколько такие свойства проявляются в процессе
деформирования. В общем случае упругие и вязкие свойства проявляются непосред-
ственно с началом процесса, а пластические заметны при достижении напряжениями
некоторого предельного своего значения. В теории пластического течения полагается,
что течение начинается при выходе напряженных состояний на поверхность нагруже-
ния (поверхность текучести) в пространстве напряжений. Производство необратимых
деформаций задается как вязкими, так и пластическими свойствами деформируемого
материала. Следовательно, такие деформации начинают расти непосредственно с на-
чалом процесса деформирования за счет проявления вязких свойств материала. Часто
данный рост необратимых деформаций называют ползучестью [26]. Как правило, это
медленный процесс накопления необратимых деформаций. Но как только напряже-
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ния достигают поверхности нагружения начинается более быстрый процесс роста не-
обратимых деформаций, называемый процессом пластического течения. Таким обра-
зом упругопластические границы оказываются местом, где меняется механизм произ-
водства необратимых деформаций с медленного механизма ползучести на более
быстрый механизм пластического течения и наоборот при разгрузке. Деформации
ползучести и деформации пластического течения не различаются. Это один и тот же
введенный термодинамический параметр, названный необратимыми деформациями.
Различие их задается только механизмом их производства при деформировании: либо
он задается вязкостью – ползучесть, либо пластичностью – течение.

На упругопластических границах, где механизм производства необратимых дефор-
маций за счет внешнего воздействия на деформируемое тело меняется, необходимо
обеспечить непрерывность в росте необратимых деформаций. Это может потребовать
согласованности законов ползучести с законами пластического течения, что может
оказаться непростой задачей. Примеры решения такой задачи приведены в [22–25],
при этом в [22–24] в качестве пластического потенциала выбрано условие пластиче-
ского течения Треска–Сен-Венана, а в [25] условие Мизеса. В качестве закона ползу-
чести принимается степенной закон Нортона [26]. Здесь укажем еще один пример ре-
шения задачи о последовательном накоплении необратимых деформаций со сменой в
механизме их производства.

1. Определяющие соотношения. В качестве термодинамических параметров, задаю-
щих состояние деформируемого твердого тела, принимаем обратимые  и необрати-
мые  деформации. В соответствии с [19, 20] уравнения их изменения постулируем в
форме:

(1.1)

В уравнениях (1.1) принята система пространственных координат Эйлера и введены
обозначения:

(1.2)

Здесь  – векторы перемещений и скоростей перемещений,  – произвольный
тензор второго ранга. Последний служит конкретизации объективной производной
по времени (первое равенство в системе (1.2)). Только в этом случае уравнения пере-
носа (1.1) оказываются геометрически непротиворечивыми. Заметим, что при равен-
стве нулю существенно нелинейной части  тензора поворота, введенная
объективная производная совпадает с производной Яумана. С другой стороны, нали-
чие  связывает тензоры  и  в их изменениях, задавая взаимовлияние обратимых
и необратимых деформаций в процессе деформирования. Тензор  в уравнениях (1.1),
являясь источником в уравнении изменения необратимых деформаций, следует назы-
вать скоростью производства необратимых деформаций. При  компоненты тен-
зора  изменяются также, как и при жестком движении тела, объективная производ-
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ная оказывается равной нулю. Именно такое положение позволяет считать тензор  в
качестве тензора необратимых деформаций, он может быть неизменен при разгрузке
и при деформировании, предваряющем пластическое течение. Как раз такая цель пре-
следовалась ранее [19, 20] при записи дифференциальных уравнений изменений (пе-
реноса) для тензоров обратимых  и необратимых  деформаций (1.1) при конкретиза-
ции термодинамического подхода к построению теории больших упругопластических
деформаций, предлагаемого [18].

Если принять (1.1) в качестве определений для обратимых и необратимых деформа-
ций, то для тензора полных деформаций Альманси следует:

(1.3)

Согласно (1.3) тензор  оказывается лишь главной линейной частью полного тензо-

ра обратимых деформаций . Но именно с помощью данного тензора  уда-

лось записать геометрически безупречное дифференциальное определение тензора
обратимых деформаций (1.1).

Введение тензора  служит еще одному обстоятельству. Если принять, как это при-
нято в большинстве публикаций, посвященных созданию численных методов расче-
тов больших упругопластических деформаций [11, 12], что термодинамический потен-
циал, являющийся свободной энергией, определяется только консервативной состав-
ляющей процесса деформирования, то есть

(1.4)

где  – плотности распределения внутренней энергии и энтропии, то следствием за-
кона сохранения энергии можно получить [20] обобщение формулы Мурнагана для
среды, где присутствуют и обратимые и необратимые деформации в виде

(1.5)

При равенстве нулю необратимых деформаций  из соотношений (1.3) и (1.5)
следует классическая формула Мурнагана, широко используемая в нелинейной тео-
рии упругости

(1.6)

Предположение (1.4) о независимости свободной энергии от необратимых дефор-
маций является только гипотезой, но оно существенно упрощает дальнейшие вычис-
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положение классической модели Прандтля–Рейса о том, что упругие деформации за-
дают напряжения в деформируемом материале. Данной гипотезой процесс деформи-
рования разделяется на консервативный, задаваемый термодинамическим потенциа-
лом (в нашем случае свободной энергией (1.4)) и диссипативный, задаваемый опреде-
ляющими законами, которые должны определить связь источника  в уравнении
переноса необратимых деформаций с напряжениями. Изменяющиеся в процессе де-
формирования напряжения, как следствие внешнего воздействия на материал, явля-
ются причиной изменения необратимых деформаций.
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Следствием закона сохранения энергии вместе с формулой Мурнагана (1.5) являет-
ся [20, 23] также уравнение баланса энтропии 

(1.7)

Здесь  – потоки тепла и энтропии. Последние слагаемые правой части задают про-
изводство энтропии за счет неравновесного процесса теплопроводности и необрати-
мого деформирования соответственно. В рассматриваемом случае изотермического
деформирования важным остается последнее слагаемое в (1.7). Он требует задания
определяющего закона, который связывал бы термодинамический поток  с термоди-
намической силой . Для замыкания математической модели деформирования, таким
образом, наряду с уравнением движения (равновесия) следует записать определяю-
щие законы, то есть конкретизировать зависимости  и . Задание
функциональной зависимости  определяет консервативный (упругий) меха-
низм деформирования. В зависимости от требований ставящейся задачи он может
быть любым. В частности, можно принять квадратичную зависимость от двух первый
инвариантов  со следованием после дифференцирования в (1.5) или в (1.6) линейных
соотношений закона Гука.

При задании определяющего закона  следует учитывать, что производство
энтропии в (1.7) задается как за счет вязких свойств деформирования (ползучесть), так
и пластических (пластическое течение). Деформации ползучести и пластического те-
чения неразделимы, являясь одновременно необратимыми деформациями. Источ-
ник  в уравнении изменения их, являясь скоростью изменения необратимых дефор-
маций, может быть, разным в зависимости от того, происходит ли процесс ползучести
или пластического течения. Главное отличие в росте необратимых деформаций за счет
вязких свойств деформируемого материала от их роста в условиях пластического тече-
ния заключается в том, что процесс ползучести начинается с момента начала процесса
нагружения, а пластическое течение только при выходе напряженных состояний на
поверхность нагружения, когда выполняются условия пластического течения. При
разгрузке наоборот: пластическое течение прекращается, но ползучесть материала
продолжается. Следовательно, упругопластические границы оказываются местом, где ме-
няется механизм производства необратимых деформаций с вязкого (ползучесть) на пла-
стический (течение) при активном процессе деформирования и наоборот при разгрузке.
Можно положить, что в условиях пластического течения вязкие свойства материала про-
являются в форме причины, тормозящей быстрый процесс пластического течения.

Определяющие законы в области пластического течения, в области, предваряющей
течение, и в области разгрузки должны быть разными. Важно, однако, чтобы с помо-
щью этих законов возможно было бы обеспечить непрерывность необратимых дефор-
маций на упругопластических границах. В качестве одного из простейших примеров
укажем следующий подход. Положим, что первоначально необратимые деформации в
теле растут за счет ползучести материала. В качестве закона ползучести примем сте-
пенной закон Нортона

(1.8)

В соотношениях (1.8)  – скорость деформаций ползучести,  – постоянные ма-
териала. В качестве аргумента  потенциала ползучести при использовании далее
классических условий пластического течения удобно принять

(1.9)
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(1.10)

(1.11)

В предыдущих соотношениях  – главные значения тензора напряжений. Очевид-
но, что  принимается в виде (1.9), (1.10), (1.11) при использовании в качестве условия
пластического течения условия Треска, условия максимальных приведенных напря-
жений и условия Мизеса соответственно.

Если принять условия принципа максимума Мизеса [1–4], то пластическое течение
отвечает ассоциированному с поверхностью нагружения  = 0 закону течения

(1.12)

Здесь  – скорость пластических деформаций;  – скорость деформаций ползучести
в момент прихода в некоторую точку материала упругопластической границы. Данная
скорость роста необратимых деформаций оказывается начальным значением для их
последующего роста, но уже в условиях пластического течения. Далее, только с целью
определенности, в качестве поверхности нагружения  будем использовать
боковую поверхность наклонной призмы Треска в пространстве главных напряжений
с учетом вязкого сопротивления пластическому течению

(1.13)

где  – главные значения тензора ,  – предел текучести материала,  – коэффици-
ент вязкого сопротивления пластическому течению.

Зависимость , для конкретизации соотношений ставящейся в рассматри-
ваемой конкретной краевой задачи, принимаем в виде

(1.14)

Материал таким способом принимается несжимаемым .  – модуль
сдвига,  – упругие модули более высокого порядка. С учетом принимаемого усло-
вия несжимаемости материала соотношение (1.5) следует переписать в виде

(1.15)

Здесь  – неизвестная добавка в гидростатическое давление. Заметим еще раз, что
принятие конкретных зависимостей вида (1.8)–(1.14) никак не ограничивает в приня-
тии любых иных законов упругости, ползучести и пластичности.

2. Постановка задачи. Считаем, что материал, деформационные и прочностные
свойства которого подчинены зависимостям предыдущего пункта, заполняет слой
между жесткими цилиндрическими поверхностями. В системе цилиндрических коор-
динат  его размеры  позволяют записать граничные условия

(2.1)

Согласно соотношениям (2.1) на граничных поверхностях слоя  и  вы-
полняется условие жесткого сцепления (прилипания);  – задаваемая функ-
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ция угловой скорости вращения поверхности ; до момента  времени начала
процесса деформирования материал слоя покоится:  – задаваемая постоян-
ная. Принимаемая геометрия задачи и условие несжимаемости материала слоя суще-
ственно упрощают кинематические зависимости

(2.2)

Распределения угловой скорости  и угла поворота  по слою в
каждый момент времени оказываются основными искомыми неизвестными задачи.

Полагаем, что вращение поверхности  является ускоренным  до некото-
рого момента времени , равномерным в промежутке времени , замед-

ленным  до полной остановки при .
После интегрирования второго из уравнений равновесия

(2.3)

найдем

(2.4)

Для компонент тензора напряжений, исходя из (1.14) и (1.15), запишем

(2.5)

При записи соотношений (2.5) слагаемые порядка выше второго по  опущены.
Функция времени  определяется при выполнении граничных условий (2.1).

Непосредственно с началом деформирования в слое накапливаются необратимые
деформации в форме деформаций ползучести. В рассматриваемом случае, следуя (1.8),
(1.9), (2.2), (2.4), (2.5), получаем:

(2.6)
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Из зависимостей (2.2) с учетом соотношений (2.4) и (2.6) следует дифференциаль-
ное уравнение для . Разрешая последнее для рассматриваемого момента време-
ни, получим распределение для угла поворота в этот момент времени

(2.7)

Выполняя граничное условие (2.1) на стенке , получаем дифференциальное
уравнение для 

(2.8)

Уравнение (2.8) следует проинтегрировать при условии . С помощью (2.6)
из (2.2) исключаются неизвестные до этого компоненты тензора источника необрати-
мых деформаций  и . Полученная система уравнений замкнута и
позволяет рассчитывать изменение напряженных и деформированных состояний,
включая рост необратимых деформаций, до той поры пока не выполняется условие
пластического течения.

Расчеты показывают, что впервые при условие пластического течения (1.13) выпол-
нится на границе  слоя в форме . С этого момента времени от граничной
поверхности , отделяясь, продвигается по слою упругопластическая граница

, формируя область пластического течения . В области 
необратимые деформации продолжают свой рост в форме деформаций ползучести.
Справедливыми остаются в этой области зависимости (2.4), но в них  следует заме-
нить на новую неизвестную (требующую своего определения) функцию времени .

Аналогично в (2.6)  меняется на  =  + .

В области пластического течения  в соответствии с (1.12) и (1.13) запишем

(2.9)

Требование непрерывности на упругопластической границе скоростей изменения
необратимых деформаций сводится к условию

(2.10)

Из зависимостей (2.2) с учетом соотношений (2.9) следует дифференциальное уравнение
для , интегрирование которого при условии  приводит к зависимости

(2.11)

Условие равенства угловых скоростей (2.11) и (2.7) на продвигающейся упругопласти-
ческой границе  приводит к дифференциальному уравнению для функции 

(2.12)
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Интегрируя соотношение (2.9), найдем

(2.13)

Здесь  – момент времени, являющийся моментом прихода к точкам материала
с координатой  упругопластической границы .

Определив в зависимостях (2.2) компоненту скоростей необратимых деформа-
ций с помощью соотношений (2.6) или (2.9), после некоторых тождественных преоб-
разований запишем

(2.14)

Здесь кинематические параметры деформирования являются функциями  и 
, , а в случае, когда же они снабжены чертой сверху – функ-

циями только переменной  . Зависимости (2.9)–(2.14) поз-
воляют рассчитать процесс пластического течения в области  и продвиже-
ние упругопластической границы . Деформирование в области 
подчинено соотношениям (2.2)–(2.8).

Полученные зависимости остаются справедливыми после того как скорость враще-

ния граничной жесткой поверхности  становится постоянной . Следует
только отметить, что развитие области пластического течения замедляется. Заметно
уменьшается скорость продвижения  упругопластической границы.

С момента  вращение замедляется: . Упругопластическая
граница  начинает свое движение в обратную сторону. Закон ее продвижения
задается тем же дифференциальным уравнением (2.12), где следует заменить  на

 и принять в качестве начального условия , где  – радиус максималь-
ного продвижения упругопластической границы. В области , где пласти-
ческое течение прекратилось, интегрированием (2.9) находим

(2.15)

В решениях (2.15), как и ранее,  – момент прихода в точку с координатой 
упругопластической границы . В момент времени  область
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Рис. 1. Упругопластическая граница.
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Рис. 2. Изменение угла поворота  в разные моменты времени.
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пластического течения исчезает и во всем слое необратимые деформации изменяются
в соответствии с законом ползучести.

Напряжения в слое вычисляем в соответствии с (2.3)–(2.5) после того, как компо-
ненты упругих деформаций будут вычислены.

Приведем некоторые результаты расчетов. С этой целью вводились безразмерные
переменные: , , . Постоянные задачи задавались следую-
щими:

На рис. 1 представлена граница пластической области в своем изменении в течении
всего процесса деформирования. На рис. 2 представлена зависимость угла поворота 
от времени. Величины  и  показаны в отдельных графиках поскольку
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Рис. 3. Необратимые деформации при  (компоненты  и ).

�0.02

�0.01

0

0 5 10 15 �fin�z
�

prr(r0, �)~

p��(r0, �)~

=� �0r r rrp ϕϕp

Рис. 4. Компонента  тензора необратимых деформаций при .
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их значения являются достаточно близкими. На рис. 3 и 4 изображено изменение не-
обратимых деформаций со временем на внутренней граничной поверхности .

Для сравнения полученных результатов воспользуемся работой [27], в которой ана-
логичная задача решена с учетом вязких свойств материала только на стадии пласти-
ческого течения. Установлено, что без учета ползучести материала, пластическое тече-
ние начинается раньше, при этом область вязкопластического течения развивается
немного дольше. Также учет ползучести материала показывает, что при остановке ци-
линдра релаксация напряжений занимает на порядок больше времени.

=� �0r r
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Заключение. Каждый материал изначально наделен и упругими, и вязкими, и пласти-
ческими свойствами. Эти свойства по-разному проявляют себя в процессе деформиро-
вания. Упругие и вязкие свойства проявляют себя непосредственно с начала процесса, а
пластические после достижения напряжениями поверхности текучести в пространстве
напряжений. Поскольку и вязкость, и пластичность приводят к производству необрати-
мых деформаций, то необходимо на упругопластических границах учитывать измене-
ния в механизме такого производства. При этом необратимые деформации обязаны
быть непрерывными в условиях смены механизма их производства на упругопласти-
ческих границах. Задача обеспечения данной непрерывности при начале пластическо-
го течения на нагружающей упругопластической границе или при его завершении на
разгружающей поверхности может оказаться совсем не простой.

Здесь на основе определения обратимой и необратимой составляющих полных де-
формаций формулированием для них, следуя формализму термодинамики, соответ-
ствующих дифференциальных уравнений их изменения (переноса) предпринята
попытка постановки данной фундаментальной проблемы современной механики.
Необратимые деформации не разделяются на вязкие (деформации ползучести) и пла-
стические. Все различие в них связывается с разным заданием источника в уравнени-
ях переноса. В качестве иллюстрации такого подхода рассмотрен конкретный пример
о вискозиметрическом деформировании цилиндрического слоя. Определяющими
уравнениями, задающими источники в уравнениях переноса, выбраны простейшие.
Вязкие свойства полагаются связанными степенным законом Нортона, а пластиче-
ские ассоциированы с кусочно-линейной поверхностью, обобщающей условие мак-
симальных касательных напряжений. Подчеркнем, что это только выбор. Препят-
ствий иному выбору не существует, необходимо только, чтобы оставалась возмож-
ность обеспечить непрерывность необратимых деформаций на упругопластической
границе. Последнее оказывается таким образом фундаментальной задачей феномено-
логической механики деформируемых тел. Общего решения данной задачи, по-види-
мому, получить невозможно. Ее разрешением приходится заниматься в каждом кон-
кретном случае при задании конкретных определяющих законов. Рассмотренный
пример разрешения такой задачи, кроме самостоятельного значения в качестве новой
задачи теории больших деформаций, служит демонстрацией того, что такие задачи
могут иметь свое решение.

Авторы посвящают настоящую публикацию светлой памяти своих Учителей Генна-
дия Ивановича Быковцева и Вениамина Петровича Мясникова.
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Following the formalism of thermodynamics, the reversible and irreversible components of
the total deformations are accepted as thermodynamic parameters of the state of the defor-
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mation process. Their definitions are given by formulating the corresponding differential
equations of their change (transport), the f lux terms of which determine the mutual influ-
ence of these thermodynamic parameters during deformation. The source in the transport
equation is determined by two mechanisms for producing irreversible deformations: viscous
(creep) and plastic (plastic f low). The elastic-plastic boundaries turn out to be a place where
the mechanism of the production of irreversible deformations changes from viscous to plas-
tic and vice versa during unloading. Irreversible deformations are not divided into creep and
plastic f low deformations, only the former achieved are the initial values for the subsequent
growth of the latter under the new plastic f low conditions. When unloading, the shift occurs
in the reverse order. As an example, the problem of the growth of irreversible strains under
the conditions of viscometric deformation of a cylindrical layer is considered.

Keywords: elasticity, creep, plastic f low, large strains, viscometric deformation
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