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Рассмотрена модель, обобщающая известные уравнения нелинейной теории коле-
баний (Ван дер Поля и Рэлея), предельные циклы которой – кривые фазовой плос-
кости, определяемые полной энергией колебаний в случае отсутствия диссипа-
ции/притока энергии в систему. Изменяя параметры системы и вид силового воз-
действия можно задавать устойчивые к возмущениям характеристики колебаний.
Рассмотрены фазовые портреты системы, включая случай многосвязных предель-
ных циклов.
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1. В монографии [1] описан волновой твердотельный гироскоп, физической осно-
вой которого является твердотельный резонатор, изготовленный из высококачествен-
ного кварца. В резонаторе возбуждаются незатухающие стоячие волны, которые и
позволяют превратить этот резонатор в гироскоп. Подробное изложение принципа
действия приведено также и в ряде других публикаций [2–4]. Волновые гироскопы
широко используются в технике [5, 6]. Анализ свойств таких колебательных систем,
вопросы определения их устойчивости и управления параметрами активно иссле-
дуются в настоящее время [7–10]. Для того чтобы гироскоп мог функционировать
достаточно продолжительное время, колебания резонатора должны поддерживать-
ся все время эксплуатации с постоянной амплитудой и частотой. Ранее [11] подробно
рассмотрен автоколебательный режим резонатора. Имеются два детально изучен-
ных дифференциальных уравнения, описывающих возникновение и существова-
ние установившихся колебаний постоянной амплитуды и периода.

Уравнение Ван дер Поля [12]

(1.1)

Здесь  и  – смещение и скорость осциллятора,  – создаваемый специальным
устройством коэффициент обратной связи, обеспечивающий подачу энергии от
внешнего постоянного источника.
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Уравнение Рэлея [13]

(1.2)

где ,  и  – имеют тот же смысл, как и в уравнении Ван дер Поля.
Основные математические результаты, относящиеся к уравнениям Ван дер Поля и

Рэлея, состоят в том, что тривиальное решение  неустойчиво, однако суще-
ствует периодическое решение с постоянной амплитудой и периодом . Это пери-
одическое решение асимптотически устойчиво, однако оно не оказывается одноча-
стотным. Для улучшения гироскопических свойств резонатора необходимо, чтобы ко-
лебания описывались устойчивыми одночастотными периодическими решениями.
Академик В.Ф. Журавлев предложил объединить уравнения (1.1) и (1.2) следующим
образом

(1.3)

Действительно, полагая , при  получаем точное решение уравнения (1.3)
с периодом .

Для осциллятора, описываемого уравнением

(1.4)

которое имеет интеграл энергии

(1.5)

для систем с обратной связью (диссипацией) уравнение (1.3) может быть в случае по-
тенциальной энергии  обобщено в виде

(1.6)

где  – коэффициент обратной связи,  – постоянная, которая показывает, до каких
пор может расти энергия  осциллятора, чтобы отрицательное сопротивление умень-
шилось до нуля.

Дифференцируя энергию (1.5), найдем

(1.7)

Уравнение (1.7) показывает, что если в начальный момент времени

(1.8)

то энергия осциллятора с течением времени не меняется. Уравнение (1.7) можно пере-
писать в интегральной форме

(1.9)

где ,  – постоянная интегрирования. Если в начальный момент времени усло-
вие (1.8) не выполняется, то из уравнения (1.9) следует, что при  ( )
энергия будет невозрастающей функцией времени; а при  ( ) и  – не-
убывающей. Если условие (1.8) рассматривать как функцию на фазовой плоскости ,
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Рис. 1. Гармонический осциллятор.
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график которой образует замкнутую кривую (набор замкнутых кривых – многосвяз-
ная область), то такая область будет предельным циклом уравнения (1.7). Запишем
уравнение предельного цикла в явном виде

Если положить , то величина амплитуды определяется уравнением

(1.10)

Здесь по умолчанию предполагается, что при заданном значении  существуют два
конечных корня уравнения (1.10). Для определения периода колебаний воспользуемся
уравнением (1.5), полагая . Имеем

(1.11)

Величина периода и другие свойства колебаний будут очевидно определяться значе-
нием энергетического параметра  и видом функции , с точностью до знака сов-
падающей с силовой функцией

2. Примеры.
1. Фазовая картина автоколебательной системы гармонического осциллятора

( ) приведена на рис. 1.
2. Пример автоколебательной системы с асимметричной силовой функцией вида

приведен на рис. 2.
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Рис. 2. Пример асимметричного предельного цикла.
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3. В качестве примера многосвязного предельного цикла рассмотрим автоколеба-
тельную систему, состоящую из маятника и электромеханического устройства, обес-
печивающего обратную связь между постоянным источником питания и маятником.
Такая автоколебательная система при произвольных углах отклонения маятника от
вертикального положения описывается уравнением (далее используются безразмер-
ные переменные)

(2.1)

Здесь , , далее принимается  – коэффициент,

ограничивающий рост отрицательного сопротивления.

Фазовые траектории задач с начальными данными ,  приведены в
верхнем правом углу рис. 3. В этом случае фазовые траектории будут притягиваться к
ближайшей к начальным данным замкнутой кривой многосвязного предельного цик-
ла. В случае начальных данных вида ,  поведение траекторий более
сложное. Если начальные данные таковы, что выполняется условие , то траек-
тории будут наматываться на центральный предельный цикл (рис. 3, кривая 1).
При больших значениях коэффициента обратной связи (диссипации)  и выполнении
условия  (рис. 3, кривая 2) траектории будут наматываться на ближайшую за-
мкнутую область предельного цикла, причем их абсцисса не будет превышать некото-
рого предельного значения (для центральной области ). С уменьшением пара-
метра  траектории будут приближаться к вертикальной сепаратрисе между областями

предельного цикла так, что вторая производная  будет обращаться в нуль.
При достижении параметром  критического значения траектория достигнет сепара-
трисы (для центральной области в точке ), а в производной  возникнет раз-
рыв первого рода. При дальнейшем уменьшении  областью притяжения станет следу-
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Рис. 3. Пример многосвязного предельного цикла.
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ющая справа от начальной замкнутая область предельного цикла (рис. 3, кривые 3, 4). Та-
кой сценарий будет повторяться и далее при уменьшении  области притяжения
траекторий будут сменяться на все более удаленные замкнутые области многосвязно-
го предельного цикла (рис. 3, кривая 5). Можно показать, что поведение фазовых кри-
вых для отрицательных значений начальных данных ,  будут описы-
ваться траекториями антисимметричными по отношению к рассмотренным (рис. 3,
кривая 6).

Заключение. Приведенные примеры показывают, что выделенный класс автоколе-
бательных систем позволяет находить предельные циклы с помощью простых анали-
тических вычислений. При этом определяются амплитуды колебаний и их периоды.
Если создать такие электромеханические устройства, которые обеспечивают обрат-
ную связь, описываемую нелинейным сопротивлением , то можно, на-
пример, сконструировать на основе примера 3 высокоточный маятниковый грави-
метр.

Работа выполнена в рамках госзаданий АААА-А20-120011690138-6 и АААА-А20-
120011690132-4.
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On the One Class of Auto-Oscillating Systems

S. V. Nesterova,# and V. G. Baydulova,b,#

a Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, Russia
b Bauman Moscow State Technical University, Moscow, Russia

#e-mail: bayd@ipmnet.ru

It was proposed a model equation which generalizes the well-known equations of the theory
of nonlinear oscillations (Van der Pol and Rayleigh). The limit cycles of proposed model are
the curves on phase plane determined by the total energy of the oscillation in the adiabatic
case. The stable due to perturbations characteristics of the oscillations can be set by varying
of parameters of the system and the form of force action. The phase portraits of the system
are considered, including the case of multiply connected limit cycles.

Keywords: self-oscillations, van der Pol equation, Rayleigh equation, wave solid-state gyro-
scope
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