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Рассмотрена задача об эволюции в вязком сжимаемом газе осесимметричного вих-
ревого течения, порожденного вращением бесконечно протяженного кругового ци-
линдра вокруг своей оси. Построено асимптотическое решение на больших време-
нах. Найдены условия, при которых циркуляция скорости на больших расстояниях
будет превышать циркуляцию в случае несжимаемой жидкости.
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1. Введение. Решения уравнений движения вязкого газа, описывающие достаточно
простые течения, помогают нам понять физические особенности сложных течений.
Исследование задачи о диффузии точечного вихря в вязкой несжимаемой жидкости
можно найти практически во всех учебниках по гидродинамике. Вместе с тем извест-
но, что поле окружных скоростей точечного вихря

(1.1)

где  – циркуляция вихря,  – расстояние от вихря, является и точным решением
уравнений Эйлера, и точным решением уравнений Навье–Стокса. Во втором случае
для поддержания поля скоростей (1.1) необходим постоянный подвод энергии [1].
Кроме того, жидкость, движущаяся со скоростью (1.1), обладает бесконечной кинети-
ческой энергией. Поле скоростей (1.1) в трехмерном течении индуцирует бесконечная
прямолинейная вихревая нить интенсивности . Выделим в направлении оси вих-
ревой нити слой жидкости единичной протяженности и вычислим кинетическую
энергию этого слоя

(1.2)

Здесь  – масса жидкости,  – плотность.
Интеграл (1.2) имеет логарифмическую особенность и в нуле и на бесконечности.

Следовательно, встает вопрос о том, как в принципе такое поле скоростей могло быть
создано. Создать поле (1.1) во всем пространстве невозможно. Обычно в физически
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реализуемых течениях образуется не один, а, например, два вихря с противоположной
интенсивностью. Тогда поле скоростей имеет более быстро затухающее асимптотиче-
ское представление на больших удалениях. Таким образом, устраняется особенность
при . Особенность при  устраняется за счет того, что образующийся вихрь
не является бесконечно тонким, а имеет структуру.

Можно предложить один из способов создания поля (1.1) в ограниченной области
пространства. Это можно сделать в несжимаемой вязкой жидкости с помощью враща-
ющегося вокруг своей оси бесконечного по протяженности цилиндра [2, 3].

Ранее [3, 4] исследовались нестационарное и предельное стационарное течение,
порождаемые вращающимся цилиндром с заданным расходом жидкости через его по-
верхность. Задачи, связанные с взаимодействием набегающего потока с вращающим-
ся цилиндром, рассмотрены во многих публикациях, например, [4–6]. Изучалась
устойчивость подвижного цилиндра в циркуляционном потоке [7].

В данной статье рассматривается задача о вращении бесконечного цилиндра, но
уже в сжимаемом газе с вязкостью, зависящей от температуры. Показано, что решение
задачи во всем пространстве можно получить только в рамках нестационарной поста-
новки. Нигде, кроме ограниченной области у поверхности цилиндра, течение не вы-
ходит на стационарный режим, что не было учтено ранее [8], где была предпринята
попытка получить стационарное решение во всем пространстве.

2. Постановка задачи. Пусть бесконечный по протяженности круговой цилиндр ра-
диуса  помещен в покоящийся вязкий совершенный газ с температурой ,
плотностью  и коэффициентами динамической вязкости  и теплопровод-
ности . В момент времени  цилиндр начинает вращаться вокруг своей оси с
угловой скоростью , которая поддерживается постоянной. Исследуется возму-
щенное состояние газа при  при условии, что температура газа на поверхности
цилиндра также сохраняется постоянной .

Предполагается, что в цилиндрической системе координат  нестационарное
течение зависит только от координаты  и имеет ламинарный характер. Таким обра-
зом, пренебрегается возможной неустойчивостью течения. Уравнения и краевые
условия, определяющие состояние газа, имеют вид [9]

(2.1)

(2.2)

где  – циркуляция азимутальной составляющей скорости ,  – радиальная со-
ставляющая скорости,  – давление газа,  ~  – число Прандтля,  –
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удельная теплоемкость при постоянном давлении,  – универсальная газовая посто-
янная, . Число Прандтля Pr и  полагаются постоянными.

Согласно уравнениям (2.1) радиальный масштаб области, в которой возникают вяз-
кие возмущения, является величиной пропорциональной , где . Безраз-

мерный параметр  – отношение характерных независимых линейных размеров
рассматриваемой задачи – может меняться при  в широких пределах. В настоя-
щей работе ставится задача о построении асимптотического решения уравнений (2.1),

(2.2) при относительно больших временах, когда . Для определенно-
сти рассматривается случай линейной зависимости коэффициента вязкости от темпе-
ратуры газа .

Для решения задачи всю область течения можно разбить на три асимптотические
подобласти. Линейные размеры  и  соответствуют внутренней и внешней обла-
стям вязких возмущений (соответственно области  и ). Как будет показано ниже,
внешнему пределу решения в области  соответствуют нулевая азимутальная ско-
рость и конечный (но малый при больших числах Рейнольдса) расход, вызванный пе-
ременной по времени радиальной скоростью. Поскольку при ограниченной скорости
распространения возмущений в газе расход должен обращаться в нуль на больших
расстояниях от цилиндра, возникает третья асимптотическая область , за размер ко-
торой отвечают акустические возмущения. Линейный размер области  равен , где

 – скорость звука в невозмущенном газе, и является наибольшим из трех масштабов:
его отношение к размеру области  составляет  = , где Re =

= , , ,  – показатель адиабаты.

Цель данной статьи – определить характеристики течения в областях  и .
В каждой из этих областей вместо независимых переменных ,  введем новые незави-
симые переменные: ,  в области  и ,  в области .

Зависимые переменные в уравнениях (2.1), (2.2) представим в безразмерном виде

Далее черточки над безразмерными переменными будут опущены. Уравнения (2.1),
(2.2) можно переписать в безразмерном виде. В области  
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(2.4)

В области  

(2.5)

(2.6)

Здесь

Из уравнений (2.3)–(2.6) следует, что при  и  искомые функции
в областях  и  являются величинами порядка  или меньше. Очевидно, что гра-
ничных условий (2.4), (2.6) недостаточно для однозначного определения этих функ-
ций в каждой из областей , . Необходимо потребовать, чтобы выполнялось сра-
щивание асимптотического решения в области  при  с асимптотическим ре-
шением в области  при .

3. Асимптотическое решение уравнений в области G2. Из третьего уравнения (2.5) сле-

дует, что с точностью до членов порядка  статическое давление в области  яв-
ляется при  постоянной величиной  и имеет координатную особенность

 при . Из уравнений (2.5) можно получить, что с точностью до членов

порядка  плотность газа и радиальная составляющая скорости выражаются через
функцию :

(3.1)

Зависимость  пока оставим неизвестной. Эта величина должна определяться из
условия  при , вытекающего из условий сращивания с решением
в области .
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В главном приближении функция  удовлетворяет уравнению

(3.2)

Асимптотическое поведение решения уравнения (3.2) при  имеет вид

(3.3)

Из условия, что при  функция  должна сращиваться с решением в обла-
сти , а ее величина сохранять порядок  при , следует

(3.4)

С учетом соотношений (3.3), (3.4) функции ,  представим в виде сте-
пенного ряда по малому параметру :

(3.5)

Таким образом, в главном приближении решение для температуры и циркуляции
зависит только от автомодельной переменной . Функция  удовлетворяет нелиней-
ному уравнению

(3.6)

и краевым условиям

(3.7)

Единственным решением для , удовлетворяющим (3.6), (3.7), является

(3.8)
Согласно выражениям (3.1),

Функции ,  удовлетворяют линейным дифференциальным уравнениям

(3.9)

и граничным условиям

(3.10)

Решение уравнений (3.9), удовлетворяющих условиям (3.3)–(3.5) и (3.10):
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константу, которая определяется из условия асимптотического сращивания реше-
ния (3.11) с решением в области .

Из представлений (3.1) и (3.5), решения (3.11) и условия  при  (об-
ласть перекрытия с решением в )

Для следующего приближения функций, определяющих температуру и циркуля-
цию, имеем

(3.12)

Граничные условия для уравнений (3.12)

(3.13)

В решение уравнений (3.12) с граничными условиями (3.13) войдут еще две пока не-
известные константы  и .

(3.14)

В двух первых приближениях при  функции  отличаются от своих пре-
дельных значений (2.6) на экспоненциально малые величины. Безразмерная радиаль-

ная составляющая скорости  затухает по степенному закону . Та-

кое поведение  соответствует тому, что расширение области  с течением време-
ни индуцирует при  поле радиальных скоростей, эквивалентных источнику
(или стоку) с отношением интенсивности источника к циркуляции вихря, неограни-
ченно убывающему при возрастании числа Рейнольдса, малому по сравнению с ха-
рактерной циркуляцией вихря  и зависящему от времени
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щения температуры , плотности  и давления  имеют поря-

1G
( )≤ 1Ov ( )τ ε~ O

1G

( ) ατ = − − τ
τ

1
1 12 (1 )'

2 Pr
Fv

( ) ( )

( )

α+ + τ = + τ α +
τ

  γ τγγ ατ  γ − − = − γ − + α +  τ τ  

22 1
2 1 1 1 1 1

2
0 01 1 1

1 0 1 1 1

Pr' Pr1 [ 2 ]'' '
2 2

2 '' '1 2'' '
2 2 2

FF F F F

F F

v

v

( ) ( )∞ = γ ∞ =2 10, 0F

1c 2c

− −
−

∞ ∞ ∞

 α= α − + − −  
  

2 2
2/4 /2
/4 21

2 1 1
1ln 2 ln 4 ln

4 2

x x xx x
xe eF F x xdx dx xe xdx

x x

( ) ( )

− −

τ τ −τ +−τ
−τ

∞ ∞


− − + +

 α τγ = + + + τ − + + τ +  τ τ 
 

2 2

22
2

/4 2 /4 2
1 1 2 1

1 Pr /42 Pr/4
/41

1

ln 2

1 11 Pr 2 Pr
2 Pr 2 Pr

x xe x F e F c F

A e ee d d

( )
τ −τ

−τ −τ

∞

 + τ + − τ + γ τ  


2
2 2/4
/4 Pr/4

1 0
1 ln

Pr
e d e e c

τ → ∞ γ ρ, ,F

→ 0v ( )α τ ε2
1~ lnv

( )τv 2G
τ → ∞

Γ*

τ→∞

πα ν= π = −
ε

1 0lim 2
Pr ln

rQ r
t
v

3G
= 0t

( )ε t
v

= −� 1T T ρ = ρ −� 1 = −� 1p p



576 ГАДЖИЕВ и др.
док  и удовлетворяют линейным уравнениям Эйлера, которые пре-
образуются к виду

При  характеристики течения соответствуют невозмущенному состоянию га-
за. В отличие от главного приближения уравнений в областях  (4.12) и  (3.5), урав-
нения в области  не сводятся к обыкновенным дифференциальным уравнениям и
решение не является автомодельным.

Из представлений (3.5), решений (3.8) и (3.11) следует, что на масштабе ,
т.е. в области , первые два приближения становятся членами одного порядка мало-
сти. Для проведения процедуры сращивания решения в области  с решением в об-
ласти  выпишем поведение функций  при  (внутренний предел внешнего
разложения):

(3.16)

где ,  – постоянная Эйлера.
Первое из соотношений (3.16), переписанное в переменных  ( ), определяет

граничные условия для функции  в области  при  (внешний предел внутрен-
него разложения). С точностью до членов порядка 

(3.17)

Из-за логарифмического характера особенности в решении задачи при  (3.16)
возникает ситуация, когда для сращивания решений в переменных области  (3.17) с

точностью до членов  необходимо в области  построить решение (3.5),

(3.8), (3.11), (3.14) с точностью до .

4. Асимптотическое решение уравнений в области . Решение уравнений (2.3) будем

искать, пренебрегая в них членами порядка . Тогда для функций  и  имеем

(4.1)
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Легко проверить, что циркуляция , не имеющая особенность при  и удо-
влетворяющая условию , выражается через функцию :

(4.2)

Подстановка представления (4.2) во второе уравнение (4.1) приводит к тождеству.
С учетом уравнений (4.1) из уравнений (2.3) следует, что  и  также выражаются
через интегралы функции . Сосредоточимся на решении первого уравнения (4.1),
т.к. остальные гидродинамические функции могут быть найдены по виду функции .
Подставляя представления (4.2) в первое уравнение (4.1) и учитывая граничное усло-
вие и условие сращивания решений, имеем

(4.3)

(4.4)

Введем новую зависимую переменную 

(4.5)

Выпишем уравнения и краевые условия, которым с точностью до  удовле-

творяет функция . Из задачи (4.3) с учетом замены (4.5) приходим к уравнению

(4.6)

Используя определение величины  и замену (4.5), получаем

(4.7)

где , ,  – скорость звука в га-
зе у поверхности цилиндра. Из асимптотики (4.4) получаем

(4.8)

Уравнение (4.6) можно переписать в виде

(4.9)
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Рис. 1.
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Следовательно, для задачи (4.6)–(4.8) вместо соотношения (4.7) можно использо-
вать граничное условие

(4.10)

Асимптотическое поведение решения уравнения (4.6) при  имеет вид

(4.11)

Решение уравнений (4.6), (4.8), (4.10) будем искать в виде асимптотического ряда

(4.12)

Из решений (4.8), (4.11), (4.12) следует, что  не содержит логарифмического
члена при . Уравнение и граничные условия для функции  имеют вид

(4.13)

(4.14)

(4.15)

При заданных параметрах течения около цилиндра параметр  фиксирован. Тогда
если в дополнение к граничным условиям (4.14), (4.15) задавать произвольное значе-
ние , то система (4.13)–(4.15) будет переопределенной. Варьируя  и решая за-
дачу Коши, можно найти такое его значение, при котором система (4.13)–(4.15) разре-
шима. В качестве примеров на рис. 1 приведены решения (снизу вверх) при  и

,  и ,  и ,  и .
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Рис. 2.
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Из (4.4), (4.5) следует, что параметр  определяется главным приближением реше-
ния в области 

(4.16)

При  и  параметр  есть также величина порядка , которая мо-
жет принимать как положительные, так и отрицательные значения. Взаимодействие
температурного и вихревого полей в области  приводит к переходу энергии враща-
тельного движения газа в энергию тепловую. Относительная температура газа 
вблизи поверхности цилиндра возрастает. Зависимость , представленная на
рис. 2, соответствует . Если , то поток тепла поступает из обла-
сти  в область ; в противном случае поток тепла меняет свое направление.

Согласно граничному условию (4.8) функция  должна иметь логарифмиче-
скую особенность при . Из-за этой особенности оба слагаемых в асимптоти-
ке (4.12) становятся одного порядка при переходе из области  в область . Сращи-
вание решений становится возможным, если в представлении (4.12) учитываются оба
члена асимптотического разложения.

Уравнения и краевые условия для функции :
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При произвольном значении  система (4.17)–(4.19) также является переопреде-
ленной. Варьируя , можно найти его значение, при котором выполняется
условие (4.19).

С точностью до членов порядка  решение для  в области  можно
считать известным. При  это решение имеет вид

(4.20)

где

(4.21)

Используя решения (4.4), (4.20), (4.21) можно найти неизвестный коэффициент  в
асимптотическом представлении для функции  в области .

Через известные функции  и  можно из представлений (4.2) и уравне-

ния (4.9) выразить с точностью до членов  решение для циркуляции

(4.22)

Интегрируя два раза выражение (4.2) по частям, с учетом (4.20) получаем при

(4.23)

Откуда внешний предел внутреннего разложения представляется формулой

(4.24)

где .
Соотношение (4.24), переписанное в переменных , определяет вид внутреннего

предела внешнего разложения для функции  в области 

(4.25)

где .
Раскладывая (4.25) в ряд по степеням , получим

(4.26)
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Сравнение асимптотику (4.26) с (3.16) позволяет определить неизвестные констан-
ты  и , входящие в представление величин в области . Для константы  получаем
соотношение

(4.27)

Выражение (4.27) можно переписать в виде

(4.28)

Из уравнений и граничных условий (4.13)–(4.15) следует, что . Заменяя в
подынтегральном выражении (4.28)  на меньшую величину , приходим к не-
равенству

(4.29)

В случае  температура газа во всем пространстве будет превосходить темпера-
туру невозмущенного газа ( ), поскольку нет причин, противодействующих на-
греву газа вследствие перехода энергии вращательного движения в тепло. В этом слу-
чае из (4.29) следует, что . Можно показать, что тот же результат будет иметь ме-
сто при произвольной монотонно возрастающей зависимости . Это позволяет
сформулировать теорему о скачке циркуляции: если  и , то циркуляция

в сжимаемом газе в области  будет превышать циркуляцию в несжимаемой
жидкости при тех же  и  (сравнение приведено на рис. 5, см. ниже). Название теоре-
мы связано с тем, что внутренний предел внешнего решения ( ) для циркуляции

 не совпадает со значением циркуляции на поверхности цилиндра.
Пользуясь промежуточными асимптотиками температуры (3.17) и циркуляции (4.23),

можно в главном приближении вычислить кинетическую энергию течения

(4.30)

где  – кинетическая энергия для случая несжимаемой жидкости в тот
же момент времени. Почти вся энергия приходится на течение в промежуточной обла-
сти  и со временем неограниченно растет вместе с размером этой обла-
сти. В случае , численное решение дает значения констант ,

. Кинетическая энергия течения сжимаемого газа оказывается меньше, чем у
несжимаемой жидкости: в пределе  из (4.30) получается .

5. Составное решение. С точностью до членов  равномерно пригодное ре-

шение для функций  и  в области  представляется в виде [10]

A 1c 2G A

( )−
=

2
1

3
0

æ 1 Pr M

( (1))'
A

y

( )
( )

−∞ η=   η η 


1
0

3
1 0

1
2

*

y dA
F y

η >0( ) 0'y
η0( )y 0(1)y

−∞ η> =  η 


1

3
1

2
*

*

dA F
F

≥ 1*F
≥ 1F

> 1A
( )μ T

≥ 1*F μ > 0d dT

ν0~r t
r t

τ → 0
( )γ τ0

−∞ ε −  ρΓ η = π ≈ πρ Γ + α + α η = −    ε α + α 
 

1
3 22 2

2 2
0 1 1 0

1 10 1

ln 2 11 ln 1 ,* ln 1
AE dr A d E

r

= πρ Γ ε2
0 0 ln*E

ν0*r r t! !

= = =1 Pr 1*M F ≈ 1.19A
α =1 0.88

ε → 0 ≈0 0.87E E

( )− ε2lnO

F γ ∩1 2G G

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

τ τ γ τ γ τ
τ = γ τ =

τ γ τ

1 2 1 2

2 2
пред пред

ˆ ˆ, ,
F F

F
F



582 ГАДЖИЕВ и др.

Рис. 3.
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где  и  – решения (4.5), (4.12), (4.22) в области , переписанные в пере-

менных ,  и  – решения (3.5) в области ,  и  – внутрен-
ний предел внешнего разложения (3.16).

На рис. 3–4 представлено поведение зависимостей  и , соответ-
ствующих случаю ,  и трем разным значениям : кривые 1
соответствуют значениям параметров , ; 2 – , ; 3 – ,

; пунктирами изображено численное решение уравнений Навье–Стокса при
 (см. разд. 8). В случае  температура имеет максимум в области ; при
 – монотонно возрастает при удалении от поверхности цилиндра. Переход

энергии вращательного движения в тепловую вызывает рост температуры газа в обла-
сти , в области  – влияние на изменение температуры газа в основном оказывает
диффузия тепла. Рост температуры газа вызывает увеличение коэффициента дина-
мической вязкости  и появление градиента вязкости , что в
случае  приводит к немонотонному изменению циркуляции вращательного
движения вдоль координаты . По мере удаления от поверхности цилиндра завихрен-
ность

дважды меняет свой знак. Имеется участок, на котором генерируется положительная за-
вихренность. В случае, соответствующем рис. 3 при , он включает .
Из второго уравнения системы (4.1) можно получить соотношение

из которого следует, что экстремум завихренности в области  достигается в той же
точке ( , рис. 3), что экстремум температуры. Циркуляция окружной скорости
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Рис. 4.
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на участке  превосходит циркуляцию около поверхности
цилиндра. Этот эффект не наблюдается в несжимаемой жидкости, в которой измене-
ние циркуляции вдоль координаты  – монотонное, а в пределах области  циркуля-
ция постоянна. На рис. 5 приведено сравнение  для сжимаемого газа при

,  (сплошная кривая) и  для несжимаемой
жидкости (пунктир).

6. Решение задачи при малых числах . При , что соответствует малым чис-
лам , можно получить решение для  в аналитическом виде. Из соотношения (4.3)

− < τ < −0.084 0.099 0.72 0.77

r 1G
( )γ τˆ

= = =1M Pr 1*F ε = −1 ln 0.189 ( ) −τγ τ =
2 4e

1M λ → ∞
1M F
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и граничного условия на поверхности цилиндра следует, что с точностью до  в

области 

(6.1)

В области  по-прежнему выполняется

(6.2)

Асимптотическое сращивание решений (6.1) и (6.2) определяет неизвестные кон-
станты  и 

Аналогичным путем определяется распределение циркуляции. Из (4.27) следует,
что в главном приближении

7. Решение задачи при больших числах . В предыдущих пунктах асимптотическое
решение задачи при числах  получено при условии, что . В этом случае
и величина . Вместе с тем, при реально достижимых больших временах (ма-
лых ) величина  может перестать быть пренебрежимо малой, например при

: .
Анализ результатов при  указывает на то, что с ростом  величина коэф-

фициента  также растет. Поэтому при больших числах  может наступить ситуа-
ция, когда коэффициент  может перестать быть малой величиной. Определим
условия, при котором  становится величиной порядка . Для этого рассмот-
рим решение при .

Функции  и  связаны соотношением (4.14) и поэтому имеют разный поря-
док малости по параметру . Для определения порядков этих функций проведем чис-
ленное решение задачи (4.13)–(4.15) при малых . На рис. 6 показано решение этих

уравнений при  (сплошная кривая) и  (точки). Видно, что зависимо-
сти  в этих случаях близки друг к другу. В пределе при  обозначим значе-
ние  через . Из численного решения получаются величины, которые име-
ют порядок : , . Подставляя эти значения в
формулу (4.16), получаем

Таким образом, соотношения, полученные в разд. 2–4, справедливы при

. Построим решение при .
Так же, как и в случае малых возмущений, в области  с точностью до членов по-

рядка  статическое давление  при  и имеет координатную осо-

бенность  при . Плотность, радиальная компонента скорости и
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Рис. 6.
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функция  подчиняются соотношениям (3.1), (3.2). Асимптотическое поведение ре-
шения уравнения (3.2) при  имеет вид

(7.1)

Здесь , . Так как функции  и  согласно (7.1) зависят от  и
, уравнения для их определения в области  в главном приближении будут

иметь вид

(7.2)

Неизвестные коэффициенты  и  определяют решение краевой задачи для урав-
нений (7.2) и должны выбираться из условия  при  и из сращивания с ре-
шением в области .

Внешний предел внутреннего разложения для функции  в области  определяется
из соотношения (7.1). При 

(7.3)

Формула (7.3) указывает на то, что функцию  можно представить в виде асимп-
тотического ряда

Для определения  можно выписать задачу, совпадающую с (4.13)–(4.15) (рис. 1).
Условие сращивания записывается в виде

(7.4)
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Рис. 7.

5

10

15

T̂

0 2.5 5.0 7.5 10.0
�

Краевую задачу (7.2) можно решать, варьируя начальные условия задачи Коши для
уравнений (7.2). В качестве начального условия выступает значение , задаваемое
функцией (7.1). При этом коэффициенты  и  связаны соотношением (7.4). Таким
образом, варьируя только значение  и определяя  с помощью (7.4), необходимо
найти то значение , при котором  при .

После того, как коэффициенты  и  найдены, решается задача об определении
функции  в области . Алгоритм ее нахождения изложен в разд. 4.

Определение поля температур позволяет решить задачу о нахождении распределе-
ния циркуляции в области . В главном приближении функция  должна подчинять-
ся уравнению

с граничными условиями  при  и  при .
В области  для определения  по-прежнему верна формула (4.2). Величина  вы-

бирается из условия сращивания

На рис. 7–8 представлено поведение зависимостей  и  (разд. 5),
соответствующих случаю ,  и  (сплошные кривые), и
численного решения уравнений Навье–Стокса при тех же значениях параметров
(пунктир).

8. Численное решение уравнений Навье–Стокса. Асимптотическое решение задачи
сравнивается с численным решением уравнений Навье–Стокса (2.1), которое произ-
водится методом конечного объема 2-го порядка точности по пространству с разно-

стями против потока и 1-го порядка по времени в круговой области  на

F
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Рис. 8.
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радиально-симметричной сетке с 24000 ячейками. Число ячеек составляет 
вдоль окружности  и  вдоль радиуса; размер ячеек в радиальном на-

правлении равен  у поверхности цилиндра  и 20 на внешней границе расчет-

ной области . На внешней границе ставится граничное условие невозмущен-
ного потока; ошибка ввиду наличия радиального течения с ненулевым значением 
оказывается приемлемой.

Все расчеты проведены при значениях безразмерных параметров , ,
. Наибольший период времени, до которого был проведен расчет, соответ-

ствует значениям ,  при ; ,  при
. Дальнейший расчет в течение обозримого времени не позволяет существенно

уменьшить значение малого параметра  в разложениях (3.5), (4.12). Шаг по вре-

мени  таков, что  при ;  при .
Распределения циркуляции и температуры, полученные из численного решения

уравнений Навье–Стокса, подтверждают асимптотическое решение и приведены на
рис. 3, 4, 7, 8.

Заключение. Хорошо известна задача о диффузии вихря и обратная задача о созда-
нии вихря с помощью вращающегося цилиндра в несжимаемой жидкости. Для дан-
ных задач характерен рост линейного размера вязкой области по закону . Распре-
деление циркуляции по радиусу является монотонной функцией, растущей для задачи
о диффузии вихря и убывающей для вращающегося цилиндра.

Задача о создании вихря в сжимаемом газе с вязкостью, зависящей от температуры,
сходна с аналогичной задачей для случая несжимаемой жидкости размером вязкой об-
ласти, но кардинально отличается от нее немонотонным распределением циркуляции
внутри этой области. На распределение циркуляции, как это следует из уравнений
(2.1), влияет не только коэффициент вязкости, но и градиент коэффициента вязкости.
Именно благодаря этому влиянию в отличие от несжимаемой жидкости, когда вся за-
вихренность вращающейся жидкости имеет одинаковый знак, в сжимаемом газе име-
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ются режимы, когда завихренность по мере движения вдоль радиуса дважды меняет
знак. При одинаковых  и  и при температуре цилиндра не ниже температуры невоз-
мущенного газа ближние к цилиндру частицы в несжимаемой жидкости будут вра-
щаться быстрее чем в сжимаемом газе, в дальнем поле ситуация будет противополож-
ной (рис. 5). В случае сжимаемого газа с постоянной вязкостью распределение цирку-
ляции будет близким к случаю несжимаемой жидкости.

Решения получены с помощью метода сращиваемых асимптотических разложений
на больших временах, когда размер вязкой области намного превосходит радиус ци-
линдра. Заметим, что в главном приближении решение для температуры и для цирку-
ляции терпит разрыв на стыке областей  и , т.е. внешний предел внутреннего раз-
ложения не равен внутреннему пределу внешнего разложения; данное равенство обес-
печивается только в следующих приближениях.

В области  температура и циркуляция подчиняются стационарным уравнениям,
но граничное условие, обеспечивающее сращивание решения с решением в области ,
нестационарно. Поэтому решение в области  будет параметрически зависеть от вре-
мени, в пределе  выходя на установившийся режим.

Малый параметр задачи  медленно уменьшается с ростом времени. При
 в дальней области задача поддается линеаризации. Но, если , то воз-

можна ситуация, когда в дальней области необходимо решать нелинейную задачу
обыкновенных дифференциальных уравнений, и это возможно сделать только чис-
ленным методом. При больших числах  максимум температуры и коэффициент ,

который отвечает за поведение циркуляции в дальней области, пропорциональны .
На рис. 7 для случая  максимум температуры больше температуры поверхности
цилиндра в 13 раз. На рис. 8 максимум циркуляции превосходит циркуляцию на по-

верхности цилиндра всего в 2 раза; можно показать, что он достигнет порядка 
только на экспоненциально больших временах, на которых задача в дальней области

линейна ( ).
Все основные результаты подтверждены численными расчетами уравнений (2.1)

для нестационарных осесимметричных течений.
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (Проект № 19-01-00163).
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On a Vortex Generation by a Rotating Cylinder

D. A. Gadzhieva,b,#, A. M. Gaifullina,b,##  and A. V. Zubtsova,###

a Central Aerohydrodynamic Institute, Zhukovskiy, Russia
b Moscow Institute of Physics and Technology, Dolgoprudny, Russia

#e-mail: gadzhiev@phystech.edu
##e-mail: gaifullin@tsagi.ru

###e-mail: azub1941@yandex.ru

The problem of the axysimmetric vortex evolution in a compressible viscous f luid generated
by an infinitely elongated cylinder rotating around its axis is considered. The asymptotic
solution at large times is constructed. The conditions, guaranteeing that the velocity circula-
tion at large distances is higher than in the incompressible f luid case, are determined.

Keywords: vortex, rotating cylinder, compressibility, heat f lux, asymptotic solution

REFERENCES

1. Loitsyanskiy L.G. Fluid Mechanics. (Mekhanika zhidkosti i gaza) Moscow: Drofa, 2003. 840 p. (in
Russian)

2. Gaifullin A.M. Self-similar unsteady viscous f low // Fluid Dyn., 2005, no. 4, pp. 29–35.
3. Gaifullin A.M. Vortical Flows. (Vikhrevye techeniya) Moscow: Nauka, 2015. 319 p. (in Russian)
4. Bashkin V.A., Egorov I.V. Numerical Investigation of Problems of External and Internal Aerody-

namics. (Chislennoe issledovanie zadach vneshney i vnutrenney aerodinamiki) Moscow: Fizmatlit,
2013. 332 p. (in Russian)

5. Nair M.T., Sengupta T.K., Chauhen V.S. Flow past rotating cylinders at high Reynolds numbers us-
ing higher order upwind scheme // Comput. & Fluids, 1998, vol. 27, no. 1, pp. 47–70.

6. Kalinin E.I., Mazo A.B. Steady and periodic regimes of laminar f low around the rotating cylinder //
TsAGI Science J., 2011, vol. 42, no. 5, pp. 52–71.

7. Petrov A.G., Yudin M.A. On cylinder dynamics in bounded ideal f luid f low with constant vorticity //
Fluid Dyn., 2019, vol. 83, no. 3, pp. 393–402.

8. Mack L.M. The compressible viscous heat-conducting vortex // J. Fluid Mech, 1960, vol. 8, no. 2,
pp. 284–292.

9. Byrkin A.P. On exact solution to the Navier–Stokes equations for compressible f lows in channels.
(O tochnykh resheniyakh uravneniy Navye–Stoksa dlya techeniya szhimayemogo gaza v kanalakh) //
Uchyonye zapiski TsAGI, 1970, vol. 1, no. 6, pp. 15–21. (in Russian)

10. Van Dyke M.D. Perturbation Methods in Fluid Mechanics. N.Y.: Acad. Press, 1964. 229 p.


	СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
	REFERENCES


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


