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Рассматривается контактная задача для гетерогенного флюидонасыщенного полу-
пространства при учете сил трения в области контакта, возникающих при движении
штампа с плоским или параболическим основанием. Для учета внутренней микро-
структуры основания используется модель Био. Краевая задача с помощью преобра-
зования Фурье сведена к интегральному уравнению 1-го рода с ядром, имеющим ло-
гарифмическую особенность. Решение интегрального уравнения построено мето-
дом коллокации. Исследовано влияние пористости, коэффициента трения на
контактные напряжения маслонаполненного композита на основе фенилона, меха-
нические модули которого определены с помощью методов микромеханики, конеч-
но-элементного моделирования и сопоставлены с экспериментальными результатами.
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1. Введение. Контактные задачи и их приложения к трибологии достаточно давно
привлекают внимание многих исследователей [1–5]. Сложности постановок и подхо-
дов, возникающих при решении контактных задач, подробно изложены в фундамен-
тальной монографии [1]. Контактные задачи в квазистатической постановке для од-
нородных вязкоупругих сред рассмотрены в работах [1–5]. Надо отметить, что свой-
ства контактирующих поверхностей в значительной степени влияют на силу трения.
Влияние микрогеометрии контактирующих поверхностей на силу трения исследовано
в работах [4, 5]. В настоящей работе рассматривается контактная задача в квазистати-
ческой постановке о движении жесткого штампа с трением по основанию при учете
его микроструктуры. Внутренняя микроструктура основания, состоящего из вязкоупру-
гого скелета и флюида-наполнителя, учитывается использованием, как определяющих,
уравнений гетерогенной двухфазной среды Био [6–9]. Определение механических мо-
дулей среды Био, является отдельной весьма важной задачей. Модули объемного сжатия
насыщенной и дренированной среды были определены экспериментально, в том числе
и методом наноиндентирования [10–12], а также на основе методов микромеханики и
конечно-элементного моделирования. Рассмотрены случаи штампов с плоским и па-
раболическим основанием.

Проблемы определения сил трения актуальны при конструировании композитов
антифрикционного назначения на основе вязкоупругой матрицы и флюидного на-
полнителя [11–13].
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2. Постановка задач. Рассмотрим плоскую область , , занятую
двухфазной средой, состоящей из вязкоупругой пористой матрицы-скелета и флюида,
заполняющего поры. По лицевой непроницаемой поверхности гетерогенной среды
скользит жесткий штамп со скоростью  под действием силы , которая
приложена к штампу так, чтобы обеспечить полный контакт с поверхностью при рав-
номерном движении. Рассматривается диапазон скоростей, намного меньших скоро-
сти поверхностных волн типа Релея. Для учета внутренней микроструктуры основа-
ния используем, как наиболее апробированную, модель, описываемую уравнениями
гетерогенной двухфазной среды Био–Френкеля [6, 7]:

(2.1)

где A, N, Q, R, , ,  – механические характеристики двухфазной среды [6],  и
 – тензоры деформации, соответствующие векторам перемещений твердой фазы

 и жидкой фазы ;

 – тензор напряжений, действующий на вязкоупругий скелет,  – давления, дей-
ствующие на жидкость в порах. Вязкость матрицы композита учтена в рамках модели
частотно-независимого внутреннего трения. Согласно такому подходу модуль сдвига
имеет вид , где величина  пропорциональна коэффициенту потерь вяз-
коупругого материала [9] и может быть определена экспериментально [14]. Вследствие
этого присутствует малая комплексная составляющая в коэффициентах уравнения (2.1)
N, A, Q, R [8, 9].

В области контакта  нормальные и касательные напряжения связаны законом
Амонтона–Кулона, , где  – коэффициент трения. Полагаем, что силы
межфазного взаимодействия пренебрежимо малы, . Под действием нормальной
составляющей силы , приложенной с эксцентриситетом, возникает только осадка
штампа , параллельно оси . Граничные условия задачи имеют вид:

(2.2)

Область контакта  для штампа с параболическим основанием и контактные
напряжения  неизвестны. Для штампа с плоским основанием , . Па-
раметр  связан с кривизной штампа с параболическим основанием.

Рассматривались [1–5, 15, 16] задачи о давлении штампа на упругое основание раз-
личного строения с учетом сил трения, изучалось [17–19] действие движущейся ос-
циллирующей нагрузки на гетерогенное основание.
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3. Построение решения интегрального уравнения. Применим к формулам (2.1)–(2.2)
для установившегося режима колебаний [20] преобразование Фурье, затем перейдем в
подвижную систему координат с началом в центре штампа, устремив частоту колеба-
ний к нулю [21]. Формулы (2.1)–(2.2) далее будем рассматривать в подвижной системе
координат  в безразмерном виде, при этом линейные размеры отнесе-
ны к характерной линейной единице, а напряжения – к модулю сдвига матрицы. Пе-
ремещения представляются в виде трех потенциалов, соответствующих трем типам
волн, распространяющихся в гетерогенной среде. После удовлетворения граничных
условий в результате преобразований, подробнее описанных в [22] приходим к инте-
гральному уравнению относительно нормальных контактных давлений :

(3.1)

Для штампа с плоским основанием в интегральном уравнении (3.1) следует положить
, , , для штампа с параболическим основанием учитываем, что

.
Ядро интегрального уравнения (3.1) имеет вид

 – параметр преобразования Фурье, ,  – элементы матрицы Грина для
гетерогенного полупространства:

 – скорости распространения двух продольных и поперечной волны в гетерогенной
среде, а ,  – корни уравнения вида:

Рассмотрим квазистатический процесс, наиболее востребованный в трибологиче-
ских испытаниях, при скорости движения штампа, удовлетворяющей соотношению

, где  – скорость поверхностных волн типа Релея в пористоупругом полу-
пространстве. В соответствии с этим преобразуем формулы (3.1), осуществляя разло-
жение в ряд по малым параметрам , . Ядро интегрального уравнения, от-
вечающее квазистатическому процессу, имеет вид:
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(3.2)

Отметим, что для малой скорости движения штампа при трибологических испыта-
ниях [10] ядро интегрального уравнения (3.2), отвечающее квазистатическому процес-
су имеет слабую зависимость от скорости.

Для регуляризации интегрального уравнения (3.1) необходимо в выражении ядра (3.2)
выделить логарифмическую особенность, при этом используем значения интегра-
лов [23]:

(3.3)

где  – постоянная Эйлера.
С учетом формул (3.3) выражение (3.2) преобразуем к виду:

(3.4)

Применим метод коллокации для решения интегрального уравнения (3.1) с ядром (3.4).
Проведем дискретизацию области контакта  для штампа с плоским основанием, вы-
брав точки коллокации , равномерно распределенными, с шагом  на от-
резке , , .

При этом полагаем  = , . В случае штампа с парабо-
лическим основанием определение области контакта и контактного давления осу-
ществляется согласно алгоритму, подробно описанному в фундаментальной работе [16].
При этом для дискретизации выбирается область , заведомо большая, чем ис-
тинная область контакта  и учитывается, что .

В результате, решение интегрального уравнения (3.1) сводится к конечной системе
линейных уравнений:

(3.5)

Элементы матрицы системы (3.5) имеют максимальное значение на главной диаго-
нали и быстро убывают по мере удаления от нее. Сила и ее момент, действующие на
штамп, определяются через решения системы (3.5).
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Отметим, что для анализа скорости сходимости процесса оценивались элементы
невязки для количества разбиений N и . Измельчение сетки производилось до от-

носительного значения невязки, меньшего чем .
Поскольку штамп движется без поворота за счет эксцентричного приложения си-

лы, величина эксцентриситета определяется численно через решение системы (3.5)

.

4. Результаты численного анализа. В соответствии с изложенным способом были по-
строены нормальные и касательные контактные напряжения для штампов с плоским
и параболическим основанием, а также, определена область контакта в случае парабо-
лического штампа. Расчеты проводились для механических характеристик, соответ-
ствующих двухкомпонентному композиционному материалу с матрицей на основе
ароматического полиамида фенилона с нанодобавками и содержанием наполнителя –
цилиндрового масла [10–12]. Корректное определение механических характеристик A, R,
Q, N среды Био для гетерогенного композита является многоступенчатой задачей.
Значения модуля Юнга  и коэффициента Пуассона  были определены при прове-
дении натурных экспериментов при сжатии и растяжении образца из фенилона без
наполнителя в режиме нагружения, обеспечивающего чисто упругие деформации об-
разца [10]. Далее, с известным коэффициентом Пуассона на основе метода наноин-
дентирования были определены механические свойства фенилона и композитов на
его основе [10, 12]. Эксперименты по растяжению–сжатию были верифицированы с
помощью конечно-элементного пакета ANSYS, где фенилон моделировался изотроп-
ным материалом, с константами , которые в свою очередь определялись с погреш-
ностью менее 1% из минимизации невязки диаграмм “σ–ε”, полученных в рамках на-
турного эксперимента [10]. Следующим этапом изучалось влияние пористости на мо-
дуль объемного сжатия пористой среды с незаполненными порами . Сопоставлены
результаты, полученные на основе методов микромеханики и конечно-элементного
моделирования в ANSYS представительного объема композита со сферическими по-
рами [24]. Таким образом, коэффициенты уравнений (2.1) по известным модулям объ-
емного сжатия вязкоупругой матрицы , пористой среды с незаполненными порами ,
флюида , пористости  вычислялись по формулам [25]:

Расчеты проводились при следующих данных:  = 5.2 ГПа,  = 2 ГПа,  = 1.85 ГПа,

 кг/м3,  кг/м3,  = 4.38 ГПа,  =
= 3.58 ГПа,  = 2.78 ГПа,  = 2.21 ГПа [24].

Поскольку фенилон отличается малой склонностью к ползучести под действием на-
пряжений [26] вязкость матрицы композита была учтена в рамках модели частотно-неза-

висимого внутреннего трения. Расчеты проводились для диапазона 
[14, 26, 27]. На основании численных экспериментов было установлено, что на ско-
рость сходимости процесса решения параметр  влияние не оказывает, при этом
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Рис. 1.
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вычислений  не превышают 1.3%.

Особое внимание было уделено анализу влияния пористости на величину контакт-
ных напряжений. Распределение действительных частей нормальных напряжений

 при изменении пористости  и флюидонасыщенности основания приве-
дено для штампа с плоским основанием (рис. 1) и для штампа с параболическим осно-

ванием (рис. 2) при значениях , . Графики построены в подвижной
системе координат, скорость движения штампов V = 1.5 м/с.

Заметим, что для рассматриваемых здесь механических характеристик материала
основания безразмерные величины  в формуле (3.2) имеют значения: ,

, ,  при , . Для скорости движе-

ния штампа V = 1.5 м/с, т.к. , решение задачи практически определя-
ется величинами ,  в выражении ядра интегрального уравнения (3.2).

Отметим, что контактные нормальные и касательные напряжения в значительной
мере зависят от пористости и массовой доли флюида-наполнителя. При этом, распре-
деление напряжений по области контакта несимметрично, что характерно и для кон-
тактных задач теории упругости при учете сил трения [1, 15]. Также, с увеличением
пористости эксцентриситет приложения силы, обеспечивающей движение штампа
без перекоса, увеличивается, в диапазоне 10–12% при изменении пористости с шагом
0.05, . Увеличение пористости вызывает смещение области контакта для
штампа с параболическим основанием. Установлено, что зависимость контактных на-
пряжений от пористости нелинейная. В таблице 1 приведены значения левой и пра-
вой границы контактной области, нормальной силы  и эксцентриситета  для штам-

па с параболическим основанием при возрастании пористости для значений ,
.

Im ( )/ Re ( )q x q x β
iq

σ = Γ22 22Re m

−δ = 210 η = 0.025

Θij Θ =10 0.3582
Θ =20 0.2731 Θ =11 0.8848 Θ =21 0.1043 β = 0.05 = 0.2m

−ζ = × 30.6510 10
Θ 0i = 1,2i

≤ ≤0.05 0.2m

P e
−δ = 210

η = 0.025
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Рис. 2.
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Зависимость контактных напряжений от коэффициента трения и скорости движе-
ния штампа по поверхности гетерогенной полуплоскости имеет более выраженный
характер при увеличении пористости основания. Результаты численных расчетов ка-
чественно согласуются с результатами натурных экспериментов для маслонаполнен-
ного композита [10], а также с решением контактной задачи при учете трения для дви-
жущегося штампа по упругой среде [1].

На рис. 3 приведены касательные контактные напряжения для штампа с параболи-
ческим основанием для различных значений коэффициента трения для значений

, , . При увеличении коэффициента трения модули нормаль-
ных и касательных контактных напряжений возрастают в значительной степени, об-
ласть контакта при этом приобретает ярко выраженную асимметрию, левая и правая
границы области контакта показаны на рис. 4.

Заключение. Представлена математическая модель, позволяющая прогнозировать
трибологические характеристики для маслосодержащего композита, описанная кон-
тактной задачей для гетерогенной полуплоскости Био при учете сил трения в области

−δ = 310 η = 0.025 = 0.1m
Таблица 1.

4.77172 4.60683 4.36794 4.05438 3.63227

0.02868 0.03155 0.03567 0.04107 0.04832

–0.64575 –0.64575 –0.65025 –0.65250 –0.65701

0.60300 0.60075 0.59625 0.59175 0.58500

= 0m = 0.05m = 0.1m = 0.15m = 0.2m

P

e

a

b
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Рис. 3.
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контакта. Построено аналитико-численное решение краевой задачи, исследованы за-
висимости контактных напряжений от параметров среды Био. На основании числен-
ных экспериментов установлено, что процентное содержание флюида в порах компо-
зита, учет трения в области контакта оказывает существенное влияние на контактные
напряжения при движении с трением штампов с плоской и параболической формой
подошвы по поверхности композита, причем с возрастанием пористости эта зависи-
мость носит нелинейный характер. Результаты численных расчетов качественно со-
гласуются с известными результатами натурных экспериментов для маслонаполнен-
ного композита, а также с решением контактной задачи при учете трения для движу-
щегося штампа по упругой среде.

Работа выполнена при поддержке грантов РФФИ 18-08-00260-а, 20-08-00614-а.
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Contact Problems for Porous Composite in the Presence of Friction Forces
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The contact problem for a heterogeneous f luid-saturated half-space when considering fric-
tion forces in the contact area arising from the movement of f lat and parabolic dies is con-
sidered. To account for the internal microstructure of the base, the Biot model is used. The
boundary problem with the help of the Fourier transform is reduced to an integral equation
of the first kind with a kernel having a logarithmic singularity. The solution of the integral
equation is constructed by the collocation method. The effect of porosity, friction coeffi-
cient on the contact stresses of the oil-filled composite has been investigated. Mechanical
modules of the composite are determined using the methods of micromechanics, of course
elemental modeling, and compared with experimental results.

Keywords: contact problem, friction in contact area, porous composite
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