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Простейшей моделью волчка тип-топ является неоднородный динамически сим-
метричный шар, центр масс которого лежит на оси динамической симметрии, но не
совпадает с геометрическим центром. Локальный анализ этой модели представлен в
работах [1, 2], а глобальный качественный анализ – в работах [3–5]. Численные ис-
следования проводились в рамках поликомпонентного сухого трения [6]. Сравни-
тельный анализ различных моделей проведен в [7]. В работе [8] представлен метод
обобщенных диаграмм Смейла [9, 10] в задаче о движении волчка тип-топ на вязко-
упругой плоскости.
В настоящей работе для поликомпонентных моделей сухого и вязкого трения при
некотором классе начальных условий приводятся приближенные уравнения, опи-
сывающие динамику волчка и позволяющие дополнить качественный анализ коли-
чественными оценками.
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1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу о движении неоднородного динамически
симметричного шара на горизонтальной плоскости. Пусть  – радиус шара,  – рас-
стояние между его геометрическим центром  и центром масс  ( ). Будем счи-
тать, что прямая  с единичным ортом  является осью динамической сим-
метрии шара, а  и  – его экваториальный и осевой моменты инерции.

Теоремы об изменении количества движения и кинетического момента шара, усло-
вие постоянства вектора  и условие безотрывности движения, отнесенные к главным
центральным осям инерции шара, имеют соответственно вид

(1.1)

Здесь  – масса шара,  и  – векторы скорости его центра масс и угловой скорости,
 и  – радиус-вектор и скорость нижней точки шара соответ-

ственно,  – ускорение свободного падения,  – величина нормальной составля-
ющей реакции опорной плоскости,  – центральный тензор инерции
шара, F и M – сила и момент трения. При заданной модели трения

(1.2)

система (1.1) замкнута относительно переменных v, ω, γ и N.
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Заметим, что в случае отрыва шара от плоскости ( ) для описания его динами-
ки следует положить ,  в первых трех уравнениях (1.1), отбросив последнее
уравнение. При этом для отслеживания возвращения на контакт следует рассматри-
вать также уравнение

(1.3)

где  – высота над плоскостью нижней точки шара (в момент отрыва и при возвраще-
нии на контакт ).

2. Плоскость с трением скольжения. Следуя [1, 4], рассмотрим случай  и будем
считать, что сила трения удовлетворяет условиям

(2.1)

Тогда система уравнений (1.1) имеет первый интеграл (интеграл Джелетта) вида

(2.2)

а для качественного анализа динамики предложенной модели волчка (неоднородного
шара) явное выражение силы трения не требуется [4].

В рассматриваемом случае система уравнений (1.1) имеет решения вида

(2.3)

соответствующие равномерным вращениям вокруг вертикальной оси динамической
симметрии шара, и

(2.4)

соответствующие его регулярным прецессиям вокруг неподвижного центра масс. Па-
раметры регулярной прецессии (2.4) определяются постоянной интеграла Джелетта

(2.5)

и справедливо равенство

(2.6)

Здесь  – косинус угла нутации шара, значение которого определяется пер-
вым равенством формулы (2.4), а ,  и  – параметры волчка

Указанные движения представляют собой множество всех возможных движений без
проскальзывания ( ), на которых полная механическая энергия

(2.7)

сохраняется.
Полный параметрический анализ устойчивости этих решений и соответствующие

диаграммы Смейла на плоскости , где  – начальное значений полной механи-
ческой энергии представлен в работе [4]. Например, для волчка с параметрами

(2.8)

= 0N
= 0F = 0M

� = ( , ),z u γ

z
= 0z

= 0M

= < ≠= 0 при 0; ( , ) 0 при 0F u F u u

− 1( , ) = (J , ) = = const,K k
Cr

rω γ ω

γ γ γ ± ω ω ω1 2 3 1 2 3= = 0, = 1, = = 0, = const, = , = 0,N mg v

ω ω θ ω ω ω θ ω ω ω θ + ω
γ θ ω γ θ ω γ θ

1 0 2 0 3 0

1 0 2 0 3

= sin sin , = sin cos , = cos
= sin sin , = sin cos , = cos , = , = 0,

t t
t t N mg v

( )( )
( )

− + −
ω ω − ω

− − − + −

222
2

022

(1 )
= , = , =

(1 ) (1 )

a y y b kk c b
b a y a y y b

( )−
ω

− +

2
2
3 =

( 1)
b y c

a y b
θ= cosy

a b c

∈ +∞ ∈ ∈ +∞= [1/2, ], = (0,1), = (0, ]mgsA sa b c
C r C

= 0u

+ −21 1( , , ) = (J , ) ( , )
2 2

H m mgv v rω γ ω ω γ

2( , )k h h

= 1, = 0.3a b



435ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В ДИНАМИКЕ ВОЛЧКА ТИП-ТОП

Рис. 1.
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диаграмма Смейла имеет вид, представленый на рис. 1. Здесь решениям (2.3), устой-

чивым при , соответствуют прямые 1 и 2, решениям (2.4), (2.5) соответствует
кривая 3. Каждому значению  соответствует ровно одно устойчивое движение (жир-

ная кривая), точные выражения для соответствующей зависимости  и значе-

ния  представлены в [4].
Заметим, в случае абсолютно гладкой плоскости уравнения движения шара имеют

еще один первый интеграл  и допускают что те же решения (2.3), (2.4), па-
раметры которых определяются значениями интегралов

(2.9)

Здесь  – косинус угла нутации шара, значение которого определяется пер-
вым равенством формулы (2.9). Причем прецессии устойчивы при любых параметрах
задачи [11].

3. Плоскость с трением скольжения, верчения и качения. Рассмотрим плоскость с тре-
нием скольжения, верчения и качения , . Тогда на решениях системы (1.1)
спреведливы равенства

(3.1)

Следуя [4] будем считать, что момент трения удовлетворяет условиям

(3.2)

Эти условия позволяют провести качественный анализ динамики методом обобщен-
ных диаграмм Смейла [9, 10]. Полная механическая энергия  убывает на движения
без проскальзывания значительно медленнее, чем на движениях с проскальзыванием,
а величина  медленно меняется на всех движениях. Следовательно [4], под действи-
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ем фазового потока системы (1.1) те точки плоскости , которые не принадлежат
соответствующим (2.3) и (2.4), (2.5) решениям движутся “быстро” в сторону уменьше-

ния , и “медленно” – вдоль оси . Попадая таким образом на множество 
точка продолжает движение “медленно” вдоль него до тех пор, пока не остановится в
соответсвующей устойчивому равновесию точке.

Тогда, если в начальном положении ось шара с параметрами (2.8) почти вертикаль-
на, центр масс близок к наинизшему положению, а начальная угловая скорость почти
сонаправлена с осью и достаточно велика, то начальная точка на обобщенной диа-

грамме Смейла находится в окрестности прямой 1 (рис. 1) в области , и в про-
цессе движения ось шара сначала перевернется к вертикальному положению с наи-
высшем расположением центра масс после чего на некоторое время останется в этом
положении. Шар будет вращаться вокруг нее с медленно убывающей по модулю угло-

вой скоростью, пока она не уменьшится о соответствующего равенству  значе-
ния. После этого ось шара будет переворачиваться к начальному положению, а шар
будет совершать квазипрецессионные движения. Когда центр масс займет наинизшее
положение, шар будет замедленно вращаться вокруг вертикали до полной остановки.

Для исследования первого переходного процесса к множеству  заметим,
что из системы (1.1) следует, что

(3.3)

Отсюда в предположении о малости правой части следует, что  является медленной
переменной, а приближенное уравнение, описывающие ее изменение, может быть
получено подстановкой вместо быстрых переменных соответствующих периодиче-
ских или почти периодических решений исходной системы, найденных в предполо-
жении о постоянстве медленной переменной [12, 13], т.е. соответствующих стацио-
нарным движениям шара на абсолютно гладкой плоскости – прецессии (2.4) с учетом (2.9).
При движении вдоль соответствующих (2.3) множеств величина  может быть опре-
делена непосредственно из уравнений движения. На движении вдоль соответствую-
щего (2.4), (2.5) множества, медленной величиной будет также полная механическая
энергия, а почти периодическими решениями, найденными в предположении ее по-
стоянстве, будут соответствующие этому множеству решения.

Таким образом, учитывая все высказанное при вязком трении вида

(3.4)

и считая малыми безразмерные параметры  и , получим

(3.5)
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Рис. 2.
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зависимости  и  определяются соответствующими равенствами (2.9)
и (2.6), а зависимости  и  имеют вид

Введем такие масштабы измерения масс, длин и времени, что ,  и ,
численные значения параметров волчка (2.8) и трения примем следующими: ,

, . На рис. 2 тонкими кривыми представлены результаты чис-
ленного интегрирования полных уравнений движения шара при начальных условиях

(3.6)

Жирным кривым на рис. 2 отмечены решение уравнения (3.5) и соответствующая ему
зависимость косинуса угла нутации шара. Последние можно разделить на четыре эта-
па движения: на первом абсолютная величина  уменьшается и выполнено неравен-
ство  – в этом случае интегрируется первая строчка уравнения (3.5) (этот этап
соответствует первому перевороту волчка от положения с наинизшим расположением
центра масс к наивысшему); на втором  меняет знак на противоположный, а вели-
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чина  ( ) полагается равной –1 – интегрируется вторая строчка уравнения (3.5) (со-
ответствующая вращению волчка вокруг вертикали) до тех пор, пока не достигается

равенство  ( ); затем интегрируется третья строчка (соответствующая
второму перевороту волчка) и величина  меняется от –1 до 1; на финальном этапе
(также соответствующем вращениям волчка вокруг вертикали) снова интегрируется
вторая строчка уравнения (3.5) до тех пор, пока величина  не обратится в ноль.

При численном интегрировании уравнения (3.5) на первом этапе движения изме-
нение величины  не учитывалось, вследствие чего наблюдается различие значений 
в результате этого переходного процесса, а на следующих этапах решения отличаются
сдвигом по времени (пунктиром обозначен сдвиг точного решения). При численном
интегрировании уравнения (3.5) на третьем этапе учитывалось, что его правая часть
имеет в точке  ( ) устранимую особенность. Заметим, что в начале этого
этапа решение полной системы уравнений остается в окрестности , а затем
быстро переходит в окрестность приближенного решения, т.е. при сходе с неустойчи-
вых вращений наблюдается затягивание потери устойчивости ([14, 15]).

Рассмотрим модель трения вида

(3.7)

где ,  – постоянные коэффициенты. Равенства (19) соответствует аппроксимациям
Паде первого порядка моделей трения [2, 10]. Тогда, считая малыми параметры  и
ρ/r, получим

(3.8)

Результаты соответствующих численных экспериментов при следующих параметрах
трения , , представлены на рис. 3. Качественно эти результаты совпа-
дают с представленными на рис. 2. Параметры трения определялись из условия при-
мерного совпадения длины временных интервалов каждого из этапов движения с ана-
логичными интервалами предыдущего эксперимента. В целом можно сказать, что при
выбранных параметрах в рассматриваемых экспериментах качество приближения по-
лученными уравнениями (3.5), (3.8) полной системы уравнений движения при двух
рассмотренных моделях трения одинаково. К различиям можно отнести дольшее за-
тягивание потери устойчивости при переходе с неустойчивых вращений к прецессиям
в случае сухого трения.

Кривые, соответствующие численному интегрированию полных уравнений движе-
ния на обощенных диаграммах Смейла в случае моделей трения (3.4) и (3.7) представ-
лены на рис. 1, а и рис. 1, б соответственно (начальные условия имели аналогичный (3.6)
вид, начальная угловая скорость менялась от 1 до 10 с равным шагом в единицу).
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Рис. 3.
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ных. Точные решения полной системы уравнений движения шара представляют со-
бой сумму плавно меняющейся траектории усредненного движения и быстро осцил-
лирующих слагаемых. В частности, сила реакции опорной плоскости, сохраняя в
среднем равное весу шара значение, может существенно отклонятся от него, в том
числе принимая нулевое значение. В таком случае происходит отрыв от плоскости.
Но в силу быстрой осциляции всех переменных, а следовательно и правой части ра-
венства (1.3), ему соответствует столь же быстрое возвращение на контакт. Этим объ-
ясняется тот факт, что в соответствующем натурном эксперименте видимого отрыва
от плоскости не наблюдается, а движение сопровождается звуком серии микроударов.

Следует отметить, что при добавлении к любой из рассмотренных моделей трения
перпендикулярной скорости скольжения компоненты силы или момента трения по-
лученные уравнения (3.5), (3.8) не изменятся, т.е. в рассматриваемой задаче о движе-
нии неоднородного шара на неподвижной горизонтальной плоскости эти компонен-
ты не оказывают качественного влияния на динамику. Заметим также, что предло-
женный подход к исследованию динамики волчка тип-топ и других задач подобного
рода (например, динамики сфероида [18, 19]) может быть использован и при других
моделях взаимодействия тела с опорной поверхностью.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (19-01-00140, 18-01-00335) и Программы фундаментальных научных исследова-
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ханики и робототехники”.
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Transition Processes in Tippe Top Dynamics
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The simplest model of a tippe-top is an nonhomogeneous dynamically symmetric ball, the
center of mass of which lies on the axis of dynamic symmetry, but does not coincide with the



441ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В ДИНАМИКЕ ВОЛЧКА ТИП-ТОП
geometric center. A local analysis of this model is presented in the works [1, 2], and global
qualitative analysis is in the works [3–5]. Numerical studies for multicomponent dry friction
were carried out in [6]. A comparative analysis of various models was carried out in [7]. In
this work, for multicomponent models of dry and viscous friction, for a certain class of initial
conditions, approximate equations are described that describe the dynamics of the top. They
allow you to complement the qualitative analysis with quantitative estimates.

Keywords: friction, tippe-top, Smale diagrams
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