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Получены аналитические решения несвязанной квазистатической циклической за-
дачи термоупругости для тел простой геометрической формы: полупространства,
пластины, пространства с цилиндрическим каналом, цилиндра, пространства со
сферической полостью, шара. Решения, представляющие собой тригонометриче-
ские ряды Фурье по времени, с помощью замены пространственной переменной
преобразованы к виду, удобному для исследования колебаний температуры и термо-
циклических напряжений в термическом слое. Для найденных решений установле-
ны простые асимптотические зависимости, пригодные при больших радиусах кри-
визны поверхности и размерах тела. Изучено влияние формы тела на колебания тем-
пературы и термоциклические напряжения в термическом слое.
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1. Введение. В ряде технических устройств имеет место циклический теплообмен
между их элементами и жидкой средой, в результате которого в деталях возбуждаются
колебания температуры, сопровождающиеся термоциклическими напряжениями. Та-
ким образом, колебания температуры деталей установки влияют не только на ее эф-
фективность, но и надежность. Отдельный интерес представляют высокочастотные
колебания температуры, которые быстро затухают с удалением от поверхности вглубь
тела. Вызванные ими упругие термоциклические напряжения могут стать причиной
многоциклового усталостного разрушения деталей, что подтверждается результатами
экспериментальных исследований [1, 2]. Подобная проблема актуальна для рабочих
лопаток газовых турбин, элементов двигателей внутреннего сгорания, трубопроводов
атомных электростанций. Несмотря на успехи, связанные с уточнением модельных
представлений о переносе теплоты и импульса в твердых телах [3–5], для инженерных
приложений по прежнему приемлемо использование модели среды, в основе которой
лежат феноменологические законы Фурье и Гука, о чем свидетельствуют работы [6, 7].

Строго говоря, не только изменение температуры приводит к деформации твердого
тела, но имеет место и обратная связь, поскольку при деформировании выделяется
или поглощается теплота, которая влияет на температуру. Однако в действительности
влияние деформаций на поле температуры крайне мало, из-за чего им пренебрегают.
Также ввиду малости обычно пренебрегают силами инерции, действующими на ко-
леблющиеся частицы твердого тела при циклическом изменении температуры. В та-
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ком случае напряжения, вызванные колебаниями температуры, определяются с помо-
щью несвязанной квазистатической задачи термоупругости, которая решается в два
этапа. На первом этапе определяются колебания температуры из решения задачи теп-
лопроводности. На втором этапе решается задача теории упругости с найденным на
первом этапе неоднородным полем температуры.

Поверхностный слой материала, в котором происходит существенное затухание ко-
лебаний температуры и напряжений, называется термическим. Малая толщина тер-
мического слоя позволяет использовать для их расчета одномерные уравнения термо-
упругости. Одним из факторов, влияющих на величину термоциклических напряже-
ний, является форма поверхности тела, определяемая в каждой своей точке главными
кривизнами. Чтобы учесть влияние формы поверхности на термонапряженное состо-
яние термического слоя, на практике обычно используют модели полупространства,
цилиндра, пространства с цилиндрическим каналом, шара и пространства со сфери-
ческой полостью. Для оценки влияния размеров тела на термоциклические напряже-
ния в термическом слое применяют модель пластины. Решения циклических задач
теплопроводности в указанных областях приведены в классических трудах [8, 9]. По-
сле их подстановки в уравнения теории упругости в перемещениях [10] могут быть
найдены термоциклические напряжения и термоциклическое перемещение. Другим
подходом к решению является использование термоупругого потенциала перемеще-
ний. С его помощью решена задача для полупространства в [11].

Использование в расчетах классических аналитических решений одномерных задач
термоупругости вызывает сложности вычислительного характера в случаях, когда ха-
рактерный линейный размер области существенно превосходит толщину термическо-
го слоя. Указанные трудности обусловлены поведением входящих в решения функций
пространственной переменной, которые в одних случаях принимают слишком боль-
шие значения, а в других случаях – слишком малые. Кроме того, форма решений не
позволяет в явном виде проследить за их поведением при неограниченном возраста-
нии характерного линейного размера области R. Однако поведение решений доста-
точно просто установить, исходя из простых соображений: поскольку при  рас-
четная область может быть заменена полупространством, то характерные зависимости
для колебаний температуры и термоциклических напряжений в термическом слое
также можно получить из решения задачи термоупругости для полупространства. Ав-
тору известна лишь одна работа [8], в которой указанные соображения доказаны с ис-
пользованием решения третьей краевой циклической задачи теплопроводности для
пластины. Доказательство проведено с помощью замены пространственной перемен-
ной и предельного перехода в решении. При этом используемый в [8] подход нельзя
признать рациональным, поскольку вычисление предела в классических решениях
является довольно трудоемкой процедурой. Чтобы избежать отмеченных сложностей,
требуются иные подходы, один из которых рассмотрен в представленной работе на
примере решений несвязанных квазистатических циклических задач термоупругости
для шести тел простой формы: полупространства, пластины, пространства с цилин-
дрическим каналом, цилиндра, пространства со сферической полостью, шара. При
этом пластина имеет одинаковую с полупространством форму поверхности, что поз-
воляет исследовать влияние размеров тела на термоциклические напряжения. Реше-
ние задач для тел правильной формы позволяет изучить влияние вида поверхности в
случае двумерной и трехмерной геометрии. Для большей общности результатов реше-
ния задачи теплопроводности получены при граничных условиях I, II и III рода.

2. Классические решения задачи термоупругости. Для детального исследования тер-
моупругих процессов в термическом слое необходимо располагать решениями несвя-
занной квазистатической циклической задачи термоупругости для интересующих нас
областей. Поскольку в известной литературе представлены далеко не все решения
рассматриваемых здесь задач, а среди имеющихся решений не все доведены до конеч-

→ ∞R



343ВЛИЯНИЕ ФОРМЫ ТЕЛА

Таблица 1

j 0 1 2 3 4 5

m 0 0 1 1 2 2
η x x ρ ρ r r

0 R R R R R

(0, ∞) [0, R) (R, ∞) [0, R) (R, ∞) [0, R)

γ –1 1 –1 1 –1 1
κ' 0 0 –R–1 R–1 –R–1 R–1

κ'' 0 0 0 0 –R–1 R–1

ηw

η$
ных расчетных формул, ниже с использованием единообразного подхода решения вы-
водятся сразу для всех областей. Для изучения влияния формы поверхности на термо-
упругие процессы в термическом слое при различных условиях теплообмена задача
теплопроводности решается для граничных условий I, II и III рода.

Для удобства поставим в соответствие первой краевой задаче теплопроводности
, второй краевой задаче теплопроводности , третьей краевой задаче тепло-

проводности , полупространству , пластине , пространству с цилиндри-
ческим каналом , цилиндру , пространству со сферической полостью ,

шару . Свяжем с  номер системы координат  и параметр ,
причем в дальнейшем примем  при . Во всех решениях независимы-
ми переменными будут:  – обобщенная пространственная переменная, м;  – время, с.
Совокупность значений  во внутренних точках области обозначим , а значение 
на границе области – . Величина  связана с номером  зависимостью ,
где  – характерный линейный размер области, м. Основные параметры задачи для
расчетных областей приведены в таблице 1, где  – декартова координата, м;  – по-

лярный радиус, м;  – радиальная координата, м; ,  –
главные кривизны поверхности, м–1.

Для упрощения анализа перейдем к безразмерным переменным

и безразмерным функциям

Здесь  – поле температуры твердого тела, К;  – проекция
колебательной составляющей вектора полного перемещения на ось , м;
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 – плотность теплового потока через поверхность тела, Вт/м2;  –
температура жидкости, К;  – коэффициент теплоотдачи, Вт/(м2 К);

 – характерный линейный масштаб процесса, м;  – круговая часто-
та процесса, с–1;  – период цикла, с; a – коэффициент температуропроводности,
м2/с; λ – коэффициент теплопроводности, Вт/(м К);  – модуль Юнга, Па;  – коэф-
фициент Пуассона;  – коэффициент линейного термического расширения, К–1;

,  – размахи колебаний  и , К;  – размах колебаний , Вт/м2; ,
 – средние за период значения  и , К;  – колебательная составляю-

щая , К;  – среднее за период значение , К; Bi – критерий Био. По условию за-
дачи краевые функции являются ограниченными и периодическими:

Кроме того, на размах колебаний  накладывается условие

Поскольку в дальнейшем речь будет идти о безразмерных величинах, для удобства
опустим все диакритические знаки, т.е. под обозначением некоторой размерной вели-
чины  будем понимать ее безразмерное значение .

После приведения основных уравнений термоупругости [10] к безразмерному виду
согласно принятым выше соотношениям запишем безразмерную несвязанную квази-
статическую циклическую задачу термоупругости ( :
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(2.11)

(2.12)

Условие (2.6) выражает равенство нулю теплового потока через бесконечно удален-
ную от начала координат координатную поверхность. Условие (2.7) при  выража-
ет симметрию поля температуры относительно , а при , 5 выражает ограни-
ченность температуры при .

Используя обобщенный закон Дюамеля–Неймана и соотношения Коши, можно
получить зависимости между компонентами тензора напряжений и вектора полного
перемещения [10]. Воспользовавшись этими зависимостями для рассматриваемого
случая и приведя их к безразмерному виду, получим для компонентов  выражения

Два основных подхода к решению задачи теплопроводности заключаются в исполь-
зовании конечного преобразования Фурье по переменной времени и интегрального
преобразования по пространственной переменной [8, 9]. В первом случае решение бу-
дет представлено тригонометрическим рядом Фурье по переменной времени, а во вто-
ром – рядом Фурье по пространственной переменной для ограниченных областей и
интегралом Фурье для частично ограниченных областей. Оба подхода позволяют ре-
шать классические задачи теплопроводности, в которых входящий в граничное усло-
вие III рода коэффициент теплоотдачи является постоянным. Однако нестационар-
ность коэффициента теплоотдачи вызывает при решении сложности принципиально-
го характера [12]. Разрешить их для циклической задачи теплопроводности при
произвольной периодической зависимости коэффициента теплоотдачи от времени
можно только в рамках первого подхода, что было показано ранее [13]. В связи с этим
в дальнейшем будет использоваться первый подход.

Приведем основные обозначения, которые будут применяться в дальнейшем, на
примере периодической с периодом  функции , удовлетворяющей услови-
ям Дирихле. Разложение функции в тригонометрический ряд Фурье, записанный в
комплексной форме, имеет вид

где i =  – мнимая единица;  – множество целых чисел. Действительная форма ря-
да Фурье
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Обозначим среднее за период значение функции

размах колебаний функции

Решение краевой задачи (2.1)–(2.7) будем искать в виде

(2.13)

Непосредственной подстановкой можно убедиться, что функция вида (2.13) удовле-
творяет условию (2.2). Подставив ряд (2.13) в уравнение (2.1) и условия (2.3)–(2.7), по-
лучим краевую задачу ( ):

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

Решение задачи (2.14)–(2.19) записывается как

где , , а вид постоянных интегрирования зависит от типа гра-
ничных условий. Имеем

При  постоянные интегрирования определяются из бесконечной системы линей-
ных алгебраических уравнений

которая может быть решена приближенно методом редукции [14]. В случае 
находим

π

=
π 

2

0

1
2

f fdt

≤ < π≤ < π
Δ = −

0 20 2
max min

tt
f f f

=+∞
Θ

=−∞
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i
n

nt
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e

∈ Zn
Θ

Θ
η

 
η − = η ∈ = = η ηη  
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# $
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nm

dd n i j
d d

( )Θ Θη = =# #;1, , 0,5w
n w nj j
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η
#

#
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, 0,5wqn w
n

d j
j

d
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Θ =+∞

ΘΘ
−

=−∞

η
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# # #
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d
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η
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( )Θ Θ= φ + ψ# # i sign ,n n n nn

( )φ = φ η;n n j ( )ψ = ψ η;n n j

( )Θ Θ= = Φ + Ψ ∈# # Z1: / i sign ,w
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( )Θ Θ= = Θ = −γ Λ + Ω ∈02: , / i sign ,ˆ wq
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,i sign i sign , ,f

k

k k n k n k k k k n
k
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13: /Bi i sign /Bi ,f

n n n n n ni n n
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Таблица 2

где , , ,  – функции Кельвина

j φn ψn

0

1

2

3

4

5

( )− /2 cos /2x ne x n ( )−− /2 sin /2x ne x n

( ) ( )ch /2 cos /2x n x n ( ) ( )sh /2 sin /2x n x n

( )ker ρ n ( )kei ρ n

( )ber ρ n ( )bei ρ n

( )− /2 cos /2

/2

r ne r n

r n

( )−

−
/2 sin /2

/2

r ne r n

r n

( ) ( )sh /2 cos /2

/2

r n r n

r n

( ) ( )ch /2 sin /2

/2

r n r n

r n

ρber ρbei ρker ρkei
Здесь  – множество натуральных чисел;

выражения для функций  и  при  приведены в таблице 2.
Следует заметить, что при  постановка краевой задачи теплопроводности не

допускает непосредственного определения величины , и для ее нахождения необ-
ходимо привлекать дополнительные сведения. Поскольку здесь рассматривается без-
размерная колебательная составляющая температуры , которая определя-
ется однозначно, в дальнейшем для удобства примем  при .

От комплексной формы ряда Фурье (2.13) можно перейти к действительной

где

Выражения для коэффициентов  и  ( ) приведены в таблице 3, при-
чем для третьей краевой задачи решение дано при .

Автором было установлено [15], что в ряде случаев можно получить пригодное для
инженерных расчетов приближенное решение третьей краевой задачи теплопровод-
ности с нестационарным коэффициентом теплоотдачи путем специальной замены со-
держащего его граничного условия. При этом возможны два способа замены. В пер-
вом способе нестационарный коэффициент теплоотдачи заменяется эквивалентным
стационарным, а во втором способе граничное условие III рода заменяется эквива-
лентным граничным условием II рода. Таким образом, нестационарность коэффици-
ента теплоотдачи не приводит к возникновению принципиально новых эффектов, ко-
торые не могут быть исследованы при помощи классических решений задач тепло-
проводности.

N

( ) ( ) ( ) ( )φ η ψ η
Φ = φ η Ψ = ψ η Λ = Ω = ∈

η η
Z

; ;
; , ; , , ,n w n w

n n w n n w n n
d j d j

j j n
d d

φ = ψ = =0 0 .1, 0, 0,5j

φn ψn ∈Nn
= 2i

Θ

ϑ = Θ − Θ
Θ = 0 = 2i

+∞
Θ Θ

=
Θ = χ +

0
cos( ) sin( )[ ],n n n

n
A nt B nt

{ } { } { } { }Θ Θ Θ Θ Θ Θ= φ + − ψ ∈ = ∪N N N0 0, , , , ; 0n n n n n n n nA B A B B A n

Θ
nA Θ

nB = =Θ Θ
0 0 0A B

=Bi const
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Таблица 3

Выражения для коэффициентов  получаются из выражений для  заменой  → ,
.

i 1 2 3

Θ
nA Θ ΘΦ − Ψ

Φ + Ψ2 2

w w
n n n n

n n

A B Λ − Ω−γ
Λ + Ω2 2

w wq q
n n n n

n n

A B ( ) ( )
( ) ( )

Θ ΘΦ + γΛ − Ψ + γΩ

Φ + γΛ + Ψ + γΩ2 2
/Bi /Bi

/Bi /Bi

f f
n n n n n n

n n n n

A B

Θ
nB Θ

nA { , }g g
n nA B −{ , }g g

n nB A
= Θ Θ( , , )w w fg q
Краевые задачи (2.8)–(2.12) достаточно просто интегрируются. Используя ре-
шение (2.8)–(2.12) определим напряжения. Искомые зависимости можно представить
в виде

Здесь и далее переменная и индекс  принимает значения

Подставив в них колебания температуры

найдем коэффициенты рядов Фурье

Очевидно, что

Здесь  – интегральные операторы вида

где . Подробные зависимости для рассматриваемых тел приве-
дены в таблице 4, где введены обозначения

и использованы свойства симметрии

( ) ( ) ( )= ϑ = ϑ+ + + + +1 2 3 4, , ,hh

h

( )ηη ςς= σ σ σññ, , ,h u

+∞
Θ Θ

=
ϑ = +

1
[ cos( ) sin( )]n n

n
A nt B nt

+∞

=
= +

1
[ cos( ) sin( )].h h

n n
n

h A nt B nt

{ } { } ( ) { } ( )Θ Θ Θ Θ= φ + − ψ ∈+ + N, , , ,h h
n n n n h n n n h nA B A B B A n

+ h

( ) ( )= = − +0,2,4: 0,1,1,0hj f f+

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }− ++ η − − η η η + η − η ∞1 , sign , sign , , , 0,0,0, sign 1 , ,m
w wm m m m I f m I f

( ) ( )= = − ++1,3,5: 0,1,1,0hj f f
( ) ( ) ( )− ++ η − − η η +1 , sign , sign , ,0,m m m m m I f

( ) ( ) ( )− + − − ν + ν η − ν + ν 

1 2 1 2
, ,2 sign , ,0, ,

1
m m m

R m m m I f R
m

( ) ( )= μ μ μ, ,
b m
a

I f a b f d

( ) ( )ξ = − φ η ∞ υ = − ψ η ∞ =, , , , , , 0,2,4n n n nI I j

( ) ( )ξ = φ η υ = ψ η =,0, , ,0, , 1,3,5n n n nI I j

( ) ( )Ξ = ξ η ϒ = υ η =; , ; , 0,5n n w n n wj j j

( ) ( ) φ →ψ ξ →υ Ξ →ϒψ = φ =+ + , , , 1,4
n n n n n n

k n k n k
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Таблица 4

Здесь  и штрихом обозначена производная функции по аргументу
Выражения для функций  получаются заменой

а коэффициентов  заменой

j

0
0

1
0

2

, 

3

, 

4

5

( )φ1 n+ ( )φ2 n+ ( )φ3 n+ ( )φ4 n+

−φn −φn ξn

( ) ( )−  ξ = − 
/2 sin /2 cos /2 / 2x n

n e x n x n n

−φn −φn ξn

( ) ( ) ( ) ( ) ξ = + sh /2 cos /2 ch /2 sin /2 / 2n x n x n x n x n n

ξ − Ξ−
ρ2

n n − − φ
2

ξ Ξ

ρ
n n

n
−φn −ξ Ξ

ρ
n n

( )ξ = ρ ρkei' /n n n ( )υ = −ρ ρker' /n n n

−
2 2

Ξ ξ

ρ
n n

R
+ − φ

2 2
Ξ ξ

ρ
n n

n
R

− φ
2

Ξ2ν n
n

R
( )− +

2
Ξ ξ1 2ν ρ

ρ
n n

R

( )ξ = ρ ρbei' /n n n ( )υ = −ρ ρber' /n n n

−−
3

ξ Ξ2 n n

r

− − φ
3

ξ Ξn n
n

r

− − φ
3

ξ Ξn n
n

r

−
2

ξ Ξn n

r

( ) ( ) ( ){ }−  ξ = − + 
/2 3/2 sin /2 cos /2 sin /2 / /2r n

n e r n r n r n r n n

 − 
 3 3

Ξ ξ2 n n

R r
+ − φ

3 3
Ξ ξ2 n n

n
R r

+ − φ
3 3

Ξ ξ2 n n
n

R r

( )− ν ξΞ +
+ ν 3 2

2 1 2
1

n
n

r
R r

( ) ( ) ( ) ( ){ ( ) ( )} ξ = + − 
3/2 ch /2 cos /2 sh /2 sin /2 ch /2 sin /2 / /2n r n r n r n r n r n r n r n n

∈n N

υn

→ →− →− →−υ = ξ sin cos,cos sin,sh ch,ch sh ,n n

( )ψh n+

( ) ( ) φ →ψ ξ →υ Ξ →ϒψ = φ , ,n n n n n n
k n k n+ +
Представленные классические решения циклических задач термоупругости доста-
точно тяжело поддаются анализу в том виде, в котором они были получены. Тем не
менее, они позволяют легко установить следующие результаты ( ):

Использование приведенных зависимостей для дальнейшего изучения процессов в
термическом слое вызывает затруднения.

3. Термоупругие процессы в термическом слое. Для задач термоупругости (2.1)–(2.12)
можно показать, что при  решения в термическом слое всех областей будут
идентичны. Для этого введем величину , которая представляет собой
безразмерное расстояние от поверхности тела до его точки (глубину), и проекцию ко-
лебательной составляющей вектора безразмерного полного перемещения на направ-
ление внутренней нормали к поверхности тела . Очевидно, что  и 

= 1,3i

( ) ( ) ( )ςςσ = σ = −ϑ =ññ , ; , , ; , , , 0,2,4R t i j R t i j R t j

( ) ( )Δ = = Δ ≠ =; , 0, 2,4; ; , 0, 0,1,3,5u R i j j u R i j j

→ ∞R
( )= γ η − ηws

= −γv u =s x =v u
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при . Заменим  и  в (2.1)–(2.12) на  и  соответственно. В результате получим
краевые задачи ( :

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Компоненты тензора безразмерных напряжений

будут определяться зависимостями

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Здесь , , , , причем .
Полагая все функции и их производные в уравнениях (3.1)–(3.15) ограниченными,
выполним в них предельный переход при , в результате получим краевые зада-
чи термоупругости и формулы для расчета напряжений, отвечающие полупростран-
ству. Поэтому можно ожидать, что с увеличением  решения циклических задач тер-
моупругости для  будут стремиться к соответствующим решениям для .

= 0j η u s v

> −∞)t

∂Θ ∂ Θ ∂Θ= + ∈ = =
∂ − γη ∂∂

$

2

2 , , 1,3, 0,5s
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( )∂Θ
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∂
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t j
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s
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 ∂Θ+ = = = ∂ 
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s
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( )∂Θ
= = =

∂
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s
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∂ ∂ ∂ϑ+ − = ∈ = =
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s s ss s
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− ν − γ ν = − ν ϑ = =

∂ η
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1 1 0, ; , , 1,3, 0,5
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m t i j i j

s
v v

→∞
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( )ςς= σ σ σññdiag , ,ssσ
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1 2ss
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Полученный вывод противоречит ранее установленным результатам, согласно кото-
рым ( )

Причина противоречия может быть установлена при помощи анализа решений крае-
вых задач.

Использование решений задач термоупругости в пределах термического слоя при
 вызывает сложности вычислительного характера, обусловленные поведением
 и  при больших значениях :  и  являются неограни-

ченными при  для ;  и  являются бесконечно малыми
при  для . Чтобы избежать указанных затруднений, следует преобразо-
вать полученные решения таким образом, чтобы вместо  и  в них вхо-
дили функции, принимающие конечные значения при . При этом преобразо-
ванные решения должны быть представлены в таком виде, который позволит явным
образом установить их поведение при .

Преобразованные решения задачи теплопроводности, которые удовлетворяют ука-
занным выше требованиям, были получены за счет приведения коэффициентов дей-

ствительной формы ряда Фурье (2.25)  = ,  =  к виду

где функции  и  имеют следующий вид ( , ):

Выражения для функций  получаются заменой . Постоянные инте-

грирования  и  для  и  при  выражены соотношениями,
приведенными в таблице 3, где должны быть сделаны замены  →
→ . В общем случае  постоянные интегрирования находятся
из решения бесконечной системы уравнений

= 1,3i

( ) ( )Δ = = Δ ≠ =v v0; , 0, 2,4; 0; , 0, 0,1,3,5i j j i j j

= 1,5j
( )φ ;n R j ( )ψ ;n R j R ( )φ ;n R j ( )ψ ;n R j

→ ∞R = 1,3,5j ( )φ ;n R j ( )ψ ;n R j
→ ∞R = 2,4j

( )φ ;n R j ( )ψ ;n R j
→ ∞R

� 1R

Θ
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Θ

+ − + −
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 −Λ δ + χ + Φ − χ + Ψ +
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Bi Bi Bi Bi
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Здесь

 – величина одного порядка малости с  при . Для преобразования функ-
ций Кельвина использовались асимптотические зависимости при  [16]. Выраже-
ния для  и  при  верны, когда .

Проанализируем полученные результаты. Прежде всего, отметим, что из них в яв-
ном виде следуют соотношения

существование которых было доказано ранее с помощью предельного перехода в зада-
че теплопроводности. Далее рассмотрим решение для пластины, которое позволяет
изучить влияние размеров тела на колебания температуры. Помимо очевидного ре-
зультата – образования термического слоя при  – оно также показывает, что

Таким образом, колебания температуры вблизи поверхности слабо зависят от условий
теплообмена на удаленной от нее границе области при . Данный вывод имеет
важное практическое значение, поскольку он позволяет исключать из рассмотрения
границу области произвольной формы, удаленную от рассматриваемой точки поверх-
ности, даже в тех случаях, когда термический слой не образуется, и колебания темпе-
ратуры проникают на всю толщину детали , лишь бы было выполнено условие

. В таких случаях на колебания температуры вблизи поверхности влияет только
ее форма и заданные краевые условия теплообмена, что позволяет использовать моде-
ли тел простой формы. Из найденных соотношений также можно получить простые
асимптотические зависимости при , 

В них входит безразмерная средняя кривизна поверхности
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ской поверхностью радиуса  и сферической поверхностью радиуса , колебания
температуры будут близки. Хотя термический слой образуется при , асимптоти-
ческие зависимости можно применять в приближенных вычислениях для  уже
при . Установленный результат имеет большое практическое значение, посколь-
ку наибольшие колебания температуры, представляющие основной интерес, имеют
место на поверхности тела.

Коэффициенты тригонометрических рядов Фурье функций , , ,  были
приведены к виду

Здесь , причем ; ; , , ,  – опе-
раторы, полученные из , , ,  после замены в них переменной  на .
Для рассматриваемых тел данные зависимости сведены в таблицу 5. Из анализа зави-
симостей для напряжений следует, что

Найденные соотношения подтверждают результаты, полученные ранее с помощью
предельного перехода в задаче термоупругости и зависимостях для напряжений. Фор-
мулы для напряжений в пластине показывают, что

Эти соотношения позволяют распространить на термоциклические напряжения ра-
нее сделанный вывод о влиянии границы области, достаточно удаленной от рассмат-
риваемой точки поверхности тела, на колебания температуры вблизи нее.

Предельный переход в зависимостях для колебаний перемещения подтверждает ра-
нее полученный парадоксальный результат:

Интересно отметить, что предел функции  при  ( , ) содержит два
слагаемых, первое из которых не зависит от  и не может вызывать напряжений, а вто-
рое представляет собой перемещение . Чтобы объяснить полученный пара-
докс, необходимо вспомнить, что граничные условия в любой краевой задаче, вообще
говоря, носят предельный характер. Решим задачу термоупругости для  в областях

, но вместо (3.11), (3.12) используем граничное условие

Отсюда при  получим (3.11), а при  получим (3.12). В таком случае для
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Таблица 5

Здесь , ,  и штрихом обозначена производная функции по аргументу.
Выражения для функций  получаются заменой

а коэффициентов  заменой

j

1

0

 

2
 

3

 

 

4

5

 

 

 

 

( )φ� �1 n+ ( )φ� �2 n+ ( )φ� �3 n+ ( )φ� �4 n+

−φ�n −φ�n −�ξn

( ) ( ){ −  ξ = − − − 
�

/21 sin /2 cos /2
2

s n
n e s n s n

n

( ) ( ) }− +  − − − − 
2 /2 /2 sin 2 /2 /2 cos 2 /2 /2R n s ne R n s n R n s n

( )
ξ − Ξ−
+

� �

22 1 /
n n

R s R ( )
ξ − Ξ − φ
+

� �

�

22 1 /
n n

n
R s R

−φ�n

( )
ξ − Ξ
+

� �

1 /
n n

R s R

( ) ( ) ( ){− − ι+
ξ = + ι − τ −�

1/2 /21 /
1 '/ /2 sin /2

2

ns n

n n n
R s R e

n s n
n

( ) ( ) ( ) ( ) } − − τ − τ + − τ + 1 / /2 cos /2 sin /2 / 2 1 /'n n nn s n s n R n s R

( )
Ξ ξ−

−

��

2

2 2
/

1 /
n n R

R s R ( )
Ξ ξ+ − φ

−

�

�

�

2

2 2
/

1 /
n n

n
R

R s R

Ξν − φ
�

�

2
2 n

n
R

( ) −− − ν Ξ −�

1 /1 2 n
s R

R
ξ−
−

� /
1 /

n R
s R

( ) ( ) ( ){− +ι−
ξ = − − ι + τ −�

1/2 /21 /
'1 / /2 sin /2

2

ns n

n n n
R s R e

n s n
n

( ) ( ) ( ) ( ) } − + τ + τ − + τ − 1 / /2 cos /2 sin /2 / 2 1 /'n n nn s n s n R n s R

( )
( )
ξ − Ξ

−
+

� �

33

2

1 /

n n

R s R ( )
ξ − Ξ − φ
+

� �

�

33 1 /
n n

n
R s R ( )

ξ − Ξ − φ
+

� �

�

33 1 /
n n

n
R s R ( )

ξ − Ξ
+

� �

22 1 /
n n

R s R

( ) ( ) ( ) ( )− −+
 ξ = − + 

�

2
/2 /21 /

sin /2 cos /2 sin /2
2

s n s n
n

R s R Re s n s n e s n
nn

( )
Ξ ξ−

−

��

3

3 3
2 2 /

1 /
n n R

R s R ( )
Ξ ξ+ − φ

−

��

�

3

3 3
2 /

1 /
n n

n
R

R s R ( )
Ξ ξ+ − φ

−

��

�

3

3 3
2 /

1 /
n n

n
R

R s R

( )− ν −− Ξ −
+ ν

�

2
2 1 2 1 /

1 n
s R

R

( )
ξ−
−

�

2

2
/

1 /
n R

s R

( ) ( ) ( ){ −−
 ξ = − − + 

�

2
/21 /

sin /2 cos /2
2

s n
n

R s R
e s n s n

n

( ) ( ) }− +  + − − − + 
2 /2 /2 sin 2 /2 /2 cos 2 /2 /2R n s ne R n s n R n s n

( ) ( )− − + + − −  
/2 2 /2 /2sin /2 sin 2 /2 /2s n R n s nR e s n e R n s n

n

( )Ξ = ξ�� 0; ,n n R j ( )ϒ = υ�� 0; ,n n R j ∈n N

υ� n

→ →−υ = ξ��

sin cos,cos sin
,n n

( )ψ�

�h n+

( ) ( ) φ →ψ ξ →υ Ξ →ϒ
ψ = φ

� � �

�

�

�

�� �

�

, ,n n n n n n
h n h n+ +



355ВЛИЯНИЕ ФОРМЫ ТЕЛА
Из полученного выражения следует, что

Таким образом оказывается, что предельный переход в задаче термоупругости в пере-
мещениях, вообще говоря, недопустим, и колебания нормального перемещения
принципиальным образом зависят от формы поверхности тела и кинематических
условий. В то же время, если бы задача термоупругости решалась в напряжениях, то в
ней можно было бы выполнить предельный переход, что было показано ранее с помо-
щью зависимостей для напряжений. Различное поведение решений задачи термо-
упругости для перемещения и напряжений при  связано с тем, что перемеще-
ния не определяются полностью напряжениями [17].

Из формул для термоциклических напряжений и колебаний перемещения можно
установить асимптотические зависимости при ,  ( )

Выражения для функций  получаются заменой  = , а коэффици-

ентов  заменой  = . Анализируя полученные форму-

лы, можно заключить, что в них параметры, зависящие от величин  и , которые од-
нозначно определяют форму тела, не могут быть объединены в один комплекс, как это
было в случае колебаний температуры. Таким образом, условия равенства параметра 
недостаточно, чтобы напряжения и перемещения в термическом слое двух тел с раз-
личной формой поверхности при прочих равных условиях были приближенно равны.
Необходимым условием для этого является равенство главных кривизн поверхности,
т.е. одинаковая форма тела. В то же время легко заметить, что в частично ограничен-
ных областях основное влияние на термоциклические напряжения вблизи поверхно-
сти оказывает ее средняя кривизна, поскольку

4. Примеры. Для иллюстрации полученных результатов были проведены расчеты с
использованием установленных зависимостей при простейших краевых функциях
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Рис. 1. Зависимость  от R для пластины при .
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Коэффициент Пуассона  соответствовал стали. Во всех рассматриваемых слу-
чаях . В прочностных расчетах компонентам тензора напряжений принято ста-
вить в соответствие некоторое эквивалентное напряжение, характеризующее проч-
ность тела. Для оценки выносливости используют эквивалентный размах колебаний
напряжений [18]

Наибольшие колебания температуры и термоциклические напряжения возникают на по-
верхности тела, поэтому они представляют основной интерес для изучения. Полагая

 и , обозначим , .
Влияние размеров тела на колебания температуры наглядно иллюстрирует рис. 1,

на котором показана зависимость  на поверхности пластины от величины  при
. Из нее следует, что  при  отличается от  на поверхности полупро-

странства не более чем на 1.3%, хотя при  колебания температуры проникают на
всю глубину пластины. Достаточно показательным является рис. 2, на котором приве-
дены зависимости  для полупространства и пластины при . Сравнение двух
зависимостей показывает, что для достаточно больших глубин  наибольшая раз-
ница между результатами составляет 7.1%, что вполне приемлемо для инженерных
расчетов.

На рис. 3–8 приведено сравнение асимптотических зависимостей с точными реше-
ниями для тел, ограниченных цилиндрическими и сферическими поверхностями, при

. Для сравнения использовались зависимости  и  от , причем для 
в связи с тривиальностью результата вместо  рассчитывалась производная

 = , которая характеризует интенсивность затухания колеба-
ний температуры с увеличением глубины. Из представленных результатов следует, что
асимптотические зависимости обеспечивают приемлемую для инженерных расчетов
точность при . Наибольшие отклонения от точных результатов асимпто-
тические зависимости дают при : отклонение от  составляет –5.2% при

, ; отклонение от  составляет 12.6% при , . При 
абсолютные отклонения от точных результатов не превышают 5%. Указанный диапа-
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Рис. 2. Зависимость Δϑ от  при , : 1 – полупространство; 2 – пластина.
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Рис. 3. Зависимости  от κ' при  для тел, ограниченных цилиндрическими (1) и сферически-
ми (2) поверхностями: сплошные линии – точные решения, штриховые линии – асимптотические зависи-
мости.
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Рис. 4. Зависимости  от κ' при  для тел, ограниченных цилиндрическими (1) и сферическими (2)
поверхностями: сплошные линии – точные решения, штриховые линии – асимптотические зависимости.
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Рис. 5. Зависимости  от κ' при  для тел, ограниченных цилиндрическими (1) и сферическими (2)
поверхностями: сплошные линии – точные решения, штриховые линии – асимптотические зависимости.
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Рис. 6. Зависимости  от κ' при  для тел, ограниченных цилиндрическими (1) и сферическими (2)
поверхностями: сплошные линии – точные решения, штриховые линии – асимптотические зависимости
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Рис. 7. Зависимости  от κ' при  для тел, ограниченных цилиндрическими (1) и сферическими (2)
поверхностями: сплошные линии – точные решения, штриховые линии – асимптотические зависимости.
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Рис. 8. Зависимости  от κ' при  для тел, ограниченных цилиндрическими (1) и сферическими (2)
поверхностями: сплошные линии – точные решения, штриховые линии – асимптотические зависимости.
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зон изменения  охватывает достаточно широкий круг практически важных случаев,
поэтому полученные асимптотические зависимости можно рекомендовать для при-
ближенных вычислений.

Заключение. В ходе проведенного исследования рассмотрены несвязанные квази-
статические циклические задачи термоупругости для тел простой формы. Получены
классические решения указанных задач, которые приведены к форме, удобной для
расчетов при больших безразмерных радиусах граничных поверхностей. С помощью
найденных решений установлены асимптотические зависимости, упрощающие про-
ведение инженерных расчетов при больших безразмерных радиусах граничных по-
верхностей. Показано, что при определенных условиях найденные зависимости обес-
печивают приемлемую точность расчетов вблизи поверхности, даже когда колебания
температуры проникают на всю глубину тела. Исследовано влияние формы тела на
колебания температуры и термоциклические напряжения. Показано, что влияние
формы тела на колебания температуры и вызванные ими термоциклические напряже-
ния принципиальным образом различается: если основным параметром формы тела,
влияющим на колебания температуры в термическом слое, является средняя кривиз-
на поверхности, то на термоциклические напряжения существенным образом влияют
обе главные кривизны.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного
проекта № 18-31-00090.
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Problem in Thermal Layer (on the Example of Regular Solids)
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Analytical solutions of uncoupled quasistatic cyclic thermoelasticity problem are obtained
for regular solids: half-space, plate, space with a cylindrical channel, cylinder, space with a
spherical cavity, sphere. The solutions, which are trigonometric Fourier series of temporary
variable, are rearranged in the form acceptable for analysis of temperature oscillations and
thermocyclic stresses in thermal layer by means of change of spatial variable. Simple asymp-
totic dependences suitable for large radii of curvature of the surface and body size are estab-
lished for the found solutions. The effect of the shape of solid on temperature oscillations
and thermocyclic stresses in thermal layer is studied.

Keywords: thermoelasticity problem, thermocyclic stresses
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