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Рассмотрена полубесконечная пластина Кирхгофа со свободным краем, частично
лежащая на винклеровском основании (задача Неймана для бигармонического опе-
ратора, возмущенного малым свободным членом с компактным носителем). Пока-
зано, что для любого малого  можно построить (неединственным образом) пе-
ременный коэффициент податливости основания порядка , при котором пластина
приобретает собственное число , вкрапленное в непрерывный спектр, а соответ-
ствующая собственная функция экспоненциально затухает на бесконечности. Про-
верено, что более одного малого собственного числа быть не может. Примечательно
то, что у акустического волновода (задача Неймана для оператора Лапласа) малое
положительное возмущение не может спровоцировать появление собственного чис-
ла около точки отсечки непрерывного спектра.

Ключевые слова: полубесконечная пластина Кирхгофа, винклеровское основание,
малое возмущение, пороговый резонанс, околопороговое собственное число в не-
прерывном спектре
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1. Постановка задачи. Пластина  состоит из единичной (произвели масшта-
бирование) полуполосы-волновода : ,  и “резонато-

ра” , ограниченной области в нижней полуплоскости  (тонирована на

рис. 1). Границу  считаем гладкой, класса  для простоты. В области  рассмот-
рим задачу о собственных колебаниях пластины Кирхгофа [1, § 30], лежащей частично
на винклеровском основании [2, 3] малой переменной податливости

(1.1)

(1.2)

Здесь  – прогиб пластины,  – спектральной параметр, причем  –
частота колебаний,  – цилиндрическая жесткость пластины, а плотность пла-
стины

(1.3)
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Рис. 1.

�
�
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содержит большой параметр  и гладкую в  функцию  (резонатор утяжелен),
причем постоянная плотность однородного волновода  сведена к единице. Кроме

того, ,  – оператор Лапласа, а  – дифференциальные опера-
торы краевых условий, отвечающих свободному краю пластины [1, 4]

(1.4)

При этом  – коэффициент Пуассона,  – кривизна дуги , ,
, а  – локальная система криволинейных координат,  – ориентирован-

ное расстояние до границы,  вне ,  – длина дуги на , измеренная против ча-
совой стрелки. На прямых участках границы ,  имеем

(1.5)

Наконец,  – коэффициент податливости винклеровского основания  (пласти-
на не контактирует с основанием вдоль полуполосы  – носители функций  и  глу-
боко тонированы на рис. 1), который будем искать в виде

(1.6)

Здесь и далее  – фиксированный малый параметр, а  – дополнительные па-
раметры, подбор которых обеспечит существование собственного числа рассматрива-
емой задачи

(1.7)

Вариационная формулировка задачи (1.1), (1.2)

(1.8)

осуществляется на пространстве Соболева  и включает скалярное произведение

 в пространстве Лебега , а также функционал энергии пластины Кирхгофа
[1, § 30]

(1.9)

(1.10)
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Поскольку билинейная форма (1.10) в левой части интегрального тождества (1.8)

симметрична, положительна и замкнута в гильбертовом пространстве , задаче (1.1),

(1.2) отвечает [5, Гл. 10] самосопряженный положительный оператор  в простран-

стве  с областью определения

Непрерывный спектр  этого оператора и соответственно дифференциальной (1.1),
(1.2) или вариационной (1.8) задач занимает полуось  = , но в нем могут воз-

никнуть собственные числа, образующие точечный спектр , вкрапленные в непре-
рывный спектр и потому обладающие природной неустойчивостью. Именно послед-
нее свойство требует применения процедуры “точной настройки” [6, 7] параметров
задачи для образования точечного спектра.

Появление малого собственного числа (1.7) – необычный феномен: например, в
подобной рассматриваемой задаче Неймана для оператора Лапласа, описывающей
акустический волновод, малое возмущение не может вызвать возникновение соб-
ственного числа на интервале , верхний край  которого определяется фор-
мой и размерами резонатора  (см. разд. 7). В обоих случаях на нижнем краю 
непрерывного спектра задач реализуются пороговые резонансы [8–11], однако их ка-
чество различается, так как в задаче Неймана с  имеется одна стоячая (не пере-

носящая энергию) волна , а в задаче Кирхгофа их три

(1.11)

Именно линейно растущая волна  и обуславливает возможность построения экс-
поненциально затухающей собственной функции на ультронизкой частоте.

Еще раз укажем основное отличие представленного далее результата от всех опуб-
ликованных ранее исследований дискретного и непрерывного спектров разнообраз-
ных краевых задач для бигармонического оператора: посредством малых, физически
осмысленных, возмущений дифференциальных операторов собственное число мед-
ленно поднимается с нижнего порога спектра и, погружаясь в непрерывный спектр,
становится неустойчивым и нуждается в тщательном подборе нескольких свободных
параметров пластины.

2. Статическая задача. Рассмотрим неоднородное бигармоническое уравнение

(2.1)

с краевыми условиями

(2.2)
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некотором , а  – след на  функции , причем  ∈  и
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обеспечивают существование единственного решения  задачи (2.1), (2.2) в весовом

пространстве Соболева  с нормой  = =  и оценку

Это решение далее обозначаем

(2.4)

Приведем несколько утверждений, вытекающих из общих результатов [13] и поли-
номиального свойства [14] квадратичной формы (1.9): для любой ограниченной обла-

сти  справедливо высказывание

(2.5)

Еще один факт, нужный для всех выводов: у однородной (  и ) задачи (2.1),

(2.2) нет решений в классе .
Модельная задача для бигармонического уравнения в бесконечной полосе

 помимо линейных функций (1.11) имеет решения

(2.6)

Других, линейно независимых (относительно указанных), решений с не более чем
степенным ростом на бесконечности нет.

Решения (1.11), (2.6) связаны соотношениями

(2.7)

Здесь  и  – длины жордановых цепочек

(2.8)

(2.9)

Жордановы цепочки составлены из собственных и присоединенных векторов (ска-
лярных функций в рассматриваемом случае) операторного пучка

(2.10)

и отвечают нулевому собственному числу . По цепочкам выстраиваются полино-
миальные решения задачи Кирхгофа в полосе 

Длины  можно предсказать [13, 15] на основе характеристик (2.5) и (2.7) функ-
ций (1.11).

При нарушении условий ортогональности (2.3) задача (2.1), (2.2) все-таки имеет ре-
шение, обладающее степенным ростом на бесконечности, определенное с точностью
до линейного слагаемого и допускающее представление

(2.11)
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Здесь остаток  экспоненциально затухает при , т.е. , и  –
гладкая срезающая функция

(2.12)

Коэффициенты , ,  в представлении (2.11) произвольны, а коэффициенты
, ,  вычисляются по формулам

(2.13)
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(2.14)

и предельного перехода ; при этом  – усеченный волновод
с краем  = , а операторы (1.4) на сечении  принима-
ют вид

Формула Грина (2.14) включает внеинтегральные члены, происходящие от интегри-
рования вдоль контура  с угловыми точками  [1, 17], и поэтому ее следует
признать обобщенной.

3. Волны на ультранизких частотах. Построим решения
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Известны [18] разложения

(3.4)

Здесь  – собственные и присоединенные векторы (2.8), (2.9), числа ,  и
функции ,  подлежат определению, а многоточие обозначает младшие асимпто-
тические члены. В задаче (3.3) заменим величины  и  их разложениями (3.4) и со-
берем множители при одинаковых степенях малого параметра . Суммы коэффициен-

тов при , , обращаются в нуль согласно определению собственных и
присоединенных векторов (этот факт проверяется непосредственно), а коэффициен-

ты при  формируют задачу

(3.5)

Условия разрешимости задачи (3.5)

(3.6)

при  выполнено, а в случае  оно эквивалентно алгебраическому уравнению

(3.7)

Корни уравнения (3.7) имеют вид

(3.8)

Теперь задача (3.5) имеет решение , и оно становится единственным при соблю-
дении условий ортогональности

(3.9)

Итак, определены главные члены разложений (3.4). Поскольку , по-
правки  и  находятся из задачи

(3.10)

Условие (3.6) разрешимости этой задачи превращается в линейное уравнение

(3.11)

дающее величину  для каждого корня (3.8). Наконец, задача (3.9), (3.10) приобретает
единственное решение , подчиненное условиям ортогональности (3.9).
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Асимптотическая процедура может быть продолжена, однако ни младшие члены,
ни выражения ,  и , в частности, слагаемое  в уравнении (3.11), востребова-
ны не будут. Понадобятся построенные главные члены асимптотики и известный [18]
факт: функции

аналитические при некотором .
Вторая волна (3.1) отвечает крутильным колебаниям пластины, а ее ингредиенты

отыскиваются из аналогичной (3.3) краевой задачи на отрезке  в виде

(3.12)

В итоге условия (3.6) разрешимости задачи

приводят к квадратному уравнению

с чисто мнимыми корнями

(3.13)

Величины  и , включающие построенные главные асимптотические члены,

аналитически зависят от переменной .
4. Формальная асимптотика захваченной волны. В отличие от осциллирующих кру-

тильных волн, заданных формулами (3.1) и (3.12), (3.13), среди четырех изгибных волн

 с ингредиентами (3.11) волна  исчезает при  хоть и с малой, но экспо-

ненциальной скоростью. Волны  медленно осциллируют, а волна  растет при
. Именно затухающую волну возьмем в качестве основного члена конструкции

захваченной волны

(4.1)

Функция  определена только в единичной полосе и потому умножена на срезаю-
щую функцию (2.12), а дополнительное слагаемое , которое компенсирует невязки,

оставленные произведением  в уравнении (1.1) и краевых условиях (1.2), исчезает

на бесконечности, однако в отличие от  с большой скоростью, т.е. 
(ср. разд. 2). Сам остаток будем искать в виде

(4.2)

Слагаемые  экспоненциально затухают на бесконечности и удовлетворяют задаче (2.1),
(2.2) с некоторыми правыми частями  и , имеющими компактные носители.

Учитывая разложения (3.4) и формулы (2.8), видим, что на резонаторе  справедли-
во разложение
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Поэтому, обозначив  и  коммутаторы бигармонического оператора и
дифференциальных операторов (1.5) со срезающей функцией (2.12), находим

(4.4)

Операторы (1.4) аннулируют линейные функции (1.11). Следовательно, первые два
слагаемых в сумме (4.2) принимают вид

(4.5)
и обладают компактными носителями, т.е. заведомо затухают на бесконечности. При
учете соотношения (1.6) выводим выражения для правых частей задачи (2.1), (2.2) для
слагаемого 

(4.6)

Решение  экспоненциально затухает на бесконечности при выполнении трех
условий разрешимости (2.3). В силу соотношений (2.13), (3.8) и обобщенной формулы
Грина (2.14) получаем

(4.7)

Нетрудно подобрать нетривиальные неотрицательные функции  и , для которых

(4.8)

В итоге находим единственное исчезающее на бесконечности решение  задачи (2.1),
(2.2) с правыми частями (4.6). Согласно разложениям (5.1) и (1.6) правые части задачи
для функции  принимают вид

(4.9)

Для того чтобы соблюсти условия разрешимости (2.3) в случае выражений (4.9),
подчиним слагаемые  в представлении (1.6) коэффициента податливости  двум
требования. Во-первых, введем условия биортогональности

(4.10)
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Здесь  и  – символ Кронекера. Во-вторых, считаем, что при некото-
ром  носители слагаемых содержатся во множестве . В результате
суммарный нормированный коэффициент податливости (1.6) остается положитель-
ным при малом . Наконец, соотношения (4.10) позволяют удовлетворить упомя-
нутые условия разрешимости за счет выбора главных членов  представлений

(4.11)

Точные значения величин  востребованы не будут.
Итак, задача (2.1), (2.2) с правыми частями (4.9) имеет единственное решение

, затухающее при . Отделенные члены асимптотики (4.2) захваченной

волны  построены. Попутно определены (заведомо не единственным способом)
главные члены представления (1.6) коэффициента податливости винклеровского ос-
нования. Намеченную процедуру можно было бы продолжить и найти младшие
асимптотические члены, однако проверить сходимость полученных формальных ря-
дов затруднительно. Поэтому изберем иной путь и применим процедуру точной на-
стройки параметров волновода.

5. Доказательство существования захваченной волны. Сформируем задачу для остат-
ка  из представления (4.1)

(5.1)

Здесь  – набор остатков в разложениях (4.11) и (1.6). При учете соот-
ношений (4.3), (4.4)–(4.7), (4.9) преобразуем правые части задачи (5.1) следующим об-
разом

(5.2)

В силу предположения (4.10) условия разрешимости (2.3) задачи (5.1) в классе
функций, исчезающих на бесконечности, принимают вид

(5.3)

Здесь  – вектор функционалов (2.3).
Заменим в формуле (5.2) коэффициенты  их выражениями (5.3) и согласно обо-

значению (2.4) получим решения  задачи (5.1)

(5.4)
Положим
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и заметим, что

(5.5)

Перепишем соотношения (5.3), (5.4) как абстрактное уравнение

(5.6)

В силу неравенств (5.5) при  оператор  – сжимающий оператор на шаре

в гильбертовом пространстве . Здесь  и  – положительные, вообще говоря, ма-
лые числа. В итоге известный [19] принцип Банаха сжимающих отображений дает
единственное решение  уравнения (5.6), к тому же допускающее оценку

При этом  – решение задачи (5.1), а значит, функция (4.1), экспоненци-
ально затухающая на бесконечности согласно формулам (3.1) и (3.6), удовлетворяет
задаче (1.1), (1.2) с коэффициентом податливости (1.6). Искомая захваченная волна
построена.

6. Единственность захваченной волны на ультранизких частотах. Предположим, что

нашлась бесконечно малая положительная последовательность , при которой у

задачи (1.1), (1.2) с ингредиентами (1.3), (1.6), (1.7) есть решение , т.е. за-
хваченная волна. Далее нижний индекс  у  не пишем и считаем, что

(6.1)

Нормируем функции  в пространстве . Функция , разумеется, при-

надлежит пространству  функций с экспоненциальным ростом при , на

котором для решения  задачи (2.1), (2.2) доказана [12, 20] весовая оценка

(6.2)

Неравенство (6.2) с не зависящим от  множителем  сохраняется и при возму-

щении бигармонического оператора  малым оператором , т.е.

Итак, существует слабый в  и сильный в  предел  последовательности
. При этом, во-первых,

(6.3)
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и, во-вторых,  – решение однородной ( , ) задачи (2.1),
(2.2), которое ввиду медленного роста (показатель  можно взять любым) превра-
щается в линейную функцию

Убедимся в том, что , и тем самым установим, что на малой частоте

 (ср. формулу (1.7)) имеется только одна захваченная волна, так как  в
силу нормировки (6.3). С этой целью подставим в формулу Грина (2.14), переделан-

ную для полосы , экспоненциально затухающую функцию  и одну из
ограниченных относительно переменной  функций

Перечисленные функции удовлетворяют однородному уравнению с оператором

 в полуполосе  и краевым условиям (1.2) на ее боковых сторонах. Таким обра-
зом, формула Грина принимает вид

(6.4)

Слабая сходимость  в  влечет за собой сильную сходимость в про-

странстве Соболева  на торце полуполосы . Кроме того, согласно полу-
ченным в разд. 3 асимптотическим разложениям имеем

При учете соотношений (6.1) предельный переход  в равенстве (6.4) дает со-
отношение

(6.5)

В силу формул (2.13) выводим, что левая часть соотношения (6.5) равна  и
 соответственно при  и . Таким образом, равенства  до-

казаны.
7. Формулировка результатов и пояснения к ним. 1°. Изгибные колебания. В предыду-

щих разделах доказано следующее утверждение: найдутся такие положительные вели-
чины  и , что в случае  при правильном выборе коэффициентов (1.3) и
(1.6) у краевой задачи (1.1), (1.2) (или (1.8) в вариационной постановке) появляется
собственное число (1.7), вкрапленное в непрерывный спектр. Кроме того, обнаружен-

ное собственное число простое, и на интервале  других собственных чи-
сел нет. Соответствующая собственная функция экспоненциально затухает на беско-
нечности, и ее поведение при  описывается асимптотическими разложениями
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(4.1), (4.2), т.е. согласно формулам (2.8) и (3.1), (3.4) в главном реализуется как изгиб-
ные колебания пластины.

2°. Упрощения. Для того чтобы соблюсти физически осмысленное требование
(7.1)

пришлось придать локальное, но значительное возмущение плотности  – иначе не
удается удовлетворить два первых ограничения (4.8) одновременно. Если отказаться
от условия (7.1) и, утратив прикладной характер спектральной задачи, допустить ко-
эффициент  переменного знака, то по прежней схеме можно построить собственное
число (1.7) и при  в формуле (1.3).

3°. Крутильные колебания. В предположениях о симметрии области  относительно
оси абсцисс и четности функций ,  можно искать собственные функции задачи (1.1),
(1.2), нечетные по переменной . Соответствующая постановка спектральной задачи
сводится к сужению уравнения (1.1) и краевых условий (1.2) на половину волновода

(7.2)

и постановки искусственных краевых условий

(7.3)
Условия (7.3) имитируют свободно опёртый край пластины, и им удовлетворяет

только вторая волна (3.1), порожденная жордановой цепочкой (2.9) с длиной два. Рас-
суждения и выкладки из разд. 6 показывают, что у задачи (7.2), (7.3) нет малых соб-
ственных чисел.

4°. Акустический волновод. В задаче Неймана для оператора Гельмгольца  в
полосе  возникают две осциллирующие волны

Эти волны порождены жордановой цепочкой {1, 0} с длиной два, порожденной ну-
левым собственным числом аналогичного (2.10) операторного пучка

Таким образом, свойства решений задачи Неймана

(7.4)

с малым спектральным параметром  похожи на свойства решений видоизмененной
задачи Кирхгофа (7.2), (7.3). В частности, у задачи (7.4) не может быть малых положи-
тельных собственных чисел.

5°. Один открытый вопрос. При помощи минимального принципа (см., например, [5])
нетрудно убедиться в том, что в случае

(7.5)

задача Неймана (7.4) обладает отрицательным собственным числом. При малом 
у задачи (7.4) нет других собственных чисел около начала координат, так как порого-
вый резонанс реализуется только на пространстве постоянных функций. Впрочем
ограничения (7.5) противоречат физическому смыслу задачи и вводятся здесь с чисто
математической целью.
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Аналогичный вывод о существовании отрицательного собственного числа можно сде-
лать и в задаче (1.1), (1.2) при плотности  (способ возмущения существенно упроща-
ется: утяжеление (1.3) “резонатора” не требуется и коэффициенте , подчи-
ненном соотношениям (7.5). Остался открытым вопрос о построении коэффициентов

 и , обеспечивающих максимально возможное количество собственных чисел –
двух отрицательных в дискретном спектре и одного положительного в непрерывном
или трех отрицательных.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (про-
ект 17-11-01003).
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340 НАЗАРОВ
Waves Trapped by Semi-Infinite Kirchhoff Plate at Ultra-Low Frequencies
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Semi-infinite Kirchhoff plate with traction-free edge which lays partly on the heterogeneous
Winkler foundation (the Neumann problem for the bi-harmonic operator perturbed by a
small free term with a compact support). It is shown that for arbitrary small , there is
the compliance coefficient (defined non-uniquely) of order  such that the plate gets the ei-
genvalue  which is embedded into the continuous spectrum and has the corresponding ei-
genfunction of the exponential decay at infinity. It is verified that other small eigenvalue
does not exist. It is remarkable that in an acoustic waveguide (the Neumann problem for the
Laplace operator), a small perturbation cannot give rise to an eigenvalue in the vicinity of
the cutoff point of the continuous spectrum.

Keywords: semi-infinite Kirchhoff plate, Winkler foundation, small perturbation, threshold
resonance, near-threshold eigenvalue embedded into continuous spectrum
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