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нию рассматриваемой задачи. Возможности предложенного подхода проиллюстри-
рованы на примере задачи обнаружения полости в упругой пластине.
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1. Введение. Рассматривается обратная статическая задача обнаружения и локали-
зации полости, трещины или включения в упругом теле по переопределенным дан-
ным на внешней границе. Задачи указанного типа изучались во многих публикациях.
Были разработаны различные подходы к их решению. Применение к статическим об-
ратным задачам теории упругости методов линейного отбора [1–3], факторизации [4, 5]
и некоторых других, см. обзор [6], изначально развитых для обратных задач рассея-
ния, представлено в [7–9]. Среди методов, разработанных для решения статических
обратных задач отметим метод, основанный на анализе дальнего поля [10–13], метод
вложения [14, 15] и метод фундаментальных решений [16–18]. Одним из наиболее эф-
фективных методов решения геометрических обратных задач является метод, осно-
ванный на принципе взаимности [19–28]. Обзор методов решения обратных задач
теории упругости представлен в [29]. Все перечисленные методы обладают одним се-
рьезным недостатком. Для их реализации требуется знать переопределенные данные
(Дирихле и Неймана) на всей внешней границе рассматриваемой области. Примени-
тельно к геометрическим обратным задачам теории упругости это означает, что при
проведении одного или нескольких статических экспериментов необходимо измерять
как усилия, так и перемещения на всей внешней поверхности тела. Провести подоб-
ные эксперименты оказывается весьма непросто. Например, при применении опти-
ческих методов, удобно измерять перемещения только той части поверхности тела,
которая свободна от приложенных усилий.

Целью данной статьи является разработка метода, позволяющего обнаружить и ло-
кализовать неоднородность в упругом теле в случае, когда усилия и перемещения из-
вестны лишь на части границы тела. Формально подход, основанный на оптимизации
формы искомой неоднородности, позволяет решать обратную задачу, используя не
полностью переопределенные данные на границе [30–32], однако реализация такого
подхода достаточно сложна, к тому же целевая функция может иметь много локаль-
ных минимумов. Отметим также близкие по тематике к рассматриваемой в статье за-
даче работы по решению задачи Коши для уравнений эллиптического типа [33–36].

Идея предлагаемого в настоящей статье подхода к решению обратной задачи за-
ключается в следующем. Рассматриваются расширяющиеся семейства подобластей
занимаемой упругим телом области. Эти подобласти содержат часть границы, на ко-
торой заданы данные Коши. Для каждой подобласти рассматривается функционал ти-
па Кона–Вогелиуса [37]. По значению этого функционала можно судить пересекает
данная подобласть имеющийся дефект, или нет.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 дается постановка задачи.
Общий подход к решению задачи обнаружения и локализации дефектов с помощью
не полностью переопределенных данных представлен в разделе 3. Разработанный
подход иллюстрируется на примере плоской задачи теории упругости в разделе 4. Вы-
воды представлены в разделе 5.

2. Постановка задачи. Пусть  – ограниченная односвязная область с границей
. Представим границу в виде объединения подмножеств  = ,

 =  =  = ∅, ∅ ≠  ⊂ . Здесь черта сверху озна-
чает замыкание множества. Пусть  – некоторая подобласть. Предположим, что

Ω ⊂ 3R
∂Ω ∂Ω ∂Ω ∂Ω ∂Ω∪ ∪D N C

∂Ω ∂Ω∩D N ∂Ω ∂Ω∩N C ∂Ω ∂Ω∩C D ∂ΩC ∂Ω
⊂ ΩD
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линейно упругое тело с модулем сдвига  и коэффициентом Пуассона  занимает
область . Предполагается также, что линейно упругое тело с модулем сдвига

 и коэффициентом Пуассона  занимает область . Случаи полости и жесткого
включения можно рассматривать как предельные при  и , соответ-
ственно. Введем декартову систему координат . Напряженно-деформирован-
ное состояние в теле, занимающем область , будем помечать верхним индексом :

 – тензор напряжений,  – тензор деформаций,  – вектор перемещений. Урав-
нения линейной теории упругости в теле  имеют вид

(2.1)

где  – символ Кронекера.
Напряженно-деформированное состояние в теле, занимающем область , будем

помечать верхним индексом :  – тензор напряжений,  – тензор деформаций,  –
вектор перемещений. Напряженное состояние в  описывается уравнениями (2.1) с
заменой верхних и нижних индексов  на .

Предполагается, что между телами, занимающими области  и , имеет место пол-
ное сцепление

(2.2)

Здесь  – единичная нормаль к границе области , обо-
значаемой , в точке .

Предполагается, что на  заданы следующие переопределенные граничные
условия

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Здесь  – единичная внешняя нормаль к  в точке ,

 ∈ ,  ∈ ,  ∈  и  ∈  –

известные функции,  – классическое пространство Соболева порядка 1, для части

границы  пространство  – пространство следов  при  ∈ ,

 – пространство, сопряженное к пространству .
Задача заключается в обнаружении и локализации включения  с помощью извест-

ных, переопределенных данных (2.3)–(2.5) на границе.
3. Метод обнаружения дефекта. Рассмотрим однородное, изотропное, линейно-

упругое тело с модулем сдвига  и коэффициентом Пуассона , которое занимает
всю область . Упругое поле в теле , удовлетворяющее граничным условиям (2.3),
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(2.4) и второму из условий (2.5), обозначим верхним индексом . Введем упругое
поле

(3.1)

Поле  удовлетворяет уравнениям теории упругости (2.1) в области , а также
следующим условиям на внешней границе области 

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Пусть ,  – семейство подобластей исходной области , удовлетворяю-
щее следующим условиям:

(3.5)

Обозначим  границу подобласти . Граница  может быть представлена в виде

(3.6)

Здесь , , , а поверхность  пе-
ресекает область . В каждой из подобластей  выполняются соотношения

(3.7)

Обозначим  упругое поле, удовлетворяющее уравнениям (3.7) и следующим
граничным условиям:

(3.8)

Здесь  =  ∈ . Заметим, что в случае 
усилия  должны быть самоуравновешенными.

Обозначим  – сужение вектор-функции  на часть границы ,

, , . Таким образом, решение задачи (3.7),
(3.8) порождает линейный оператор
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h

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

Δ = − Δ = −

Δσ = σ − σ ∈

,

,

M h M h
ij ij ij

M h
ij ij ij

x x x e x e x e x

x x x x S

u u u

( )Δ xu S
S

( )Δ = ∈ ∂Ω0, Dx xu

( ) ( )Δσ = ∈ ∂Ω0,ij j Nx n x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Δ = − Δσ = ∈ ∂Ω' ' ' , ' ' 0, 'C h
ij j Cx x x x n x xu u u

Ωs < ≤0 *s s Ω

<  Ω ⊂ Ω
→  Ω → Γ Γ ⊂ ∂Ω ⊂ ∂Ω

Ω = Ω

1 21 2

0 0

*

0 ,
s s

s C

s

s s
s

Γs Ωs Γs

Γ = ∂Ω ∂Ω ∂Ω Γ∪ ∪ ∪s Cs Ds Ns as

∂Ω = Γ ∂Ω∩Cs s C ∂Ω = Γ ∂Ω∩Ds s D ∂Ω = Γ ∂Ω∩Ns s N Γas

Ω Ωs

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
=

= + = = = ∈ Ω

 νσ = μ θ δ + θ = − ν 

σ =



, j ,i 1 2 3

3

1

, j

1 , 1,2,3, 1,2,3, , ,
2

2 ,
1 2

0

M M M
ij i j s

M M M M MM
ij M ij ij kk

kM
M
ij

e x u x u x i j x x x x

x x e x x e x

x

( )1 xu

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

= ∈ ∂Ω

σ = ∈ ∂Ω

σ = ∈ ∂Ω

σ = ∈ Γ

1

1

1

1

' 0, '

' ' 0, '

' ' 0, '

' ' ' , '

Ds

ij j Ns

ij j Cs

ij j j as

x x

x n x x

x n x x

x n x p x x

u

( )'xp ( ) ( ) ( )( )1 2 3' , ' , 'p x p x p x ( )− Γ1/2
asH ∂Ω = ∅Ds

( )'xp

( )*xv ( )1 xu ∂ΩCs

( ) ( )= 1( * *x xv u ∈ ∂Ω* )Csx ( ) ( )∈ ∂Ω1/2* Csx Hv

( ) ( ) ( ) ( )−: ∈ Γ → ∈ ∂Ω1/2 1/2' *as CsT x H x Hp v



366 КАСПАРОВА, ШИФРИН
Если , то вектор-функция , определенная в (3.4), удовлетворяет
условию . В противном случае . Данное утверждение сле-
дует из единственности решения задачи Коши для уравнений теории упругости. Та-
ким образом, получен критерий, позволяющий определить, удовлетворяется ли усло-
вие . Для анализа выполнения условия  воспользуемся

функционалом типа Кона–Вогелиуса [37]. Обозначим  – упругое поле, удовле-
творяющее уравнениям (3.7) в области  и граничным условиям

(3.10)

Упругие поля  и  определяются усилиями . Построим функционал,
зависящий от 

(3.11)

Из (3.11) следует, что . Обозначим . Если , то
 = ∅. В противном случае .

Рассмотрим базис в пространстве усилий , , …, где  ∈ .
Искомую вектор-функцию , на которой достигается минимум функционала ,
разложим по введенному базису

(3.12)

Решение уравнений (3.7) с граничными условиями (3.8) в случае  =  обо-

значим . Решение уравнений (3.7) с граничными условиями (3.10) представим в
виде суммы двух решений

(3.13)

Здесь  – решение уравнений (3.7) со следующими граничными условиями:
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Решение уравнений (3.7) с граничными условиями (3.15) в случае  = 

обозначим , . Рассмотрим конечномерное подпространство  с бази-

сом , . Вектор-функции  из этого подпространства имеют вид

(3.16)

Из (3.11), (3.13)–(3.16) следует, что функционал  на подпространстве  может
быть представлен в виде

(3.17)

Здесь , верхний индекс  означает транспонирование матрицы,

 и  – напряжения, соответствующие упругим полям  и .
Минимизация функции  приводит к системе линейных алгебраических урав-

нений
(3.18)

где  – матрица,

 – вектор,

Система линейных алгебраических уравнений (3.18) является плохо обусловленной.
Для ее решения воспользуемся регуляризацией Тихонова [38]. Таким образом, реше-
ние системы уравнений (3.18) заменяется задачей минимизации функции 

(3.19)

Здесь . Параметр  в рассмотренном ниже примере определяется с по-
мощью метода  – кривой [39, 40].

4. Численный пример. Проиллюстрируем разработанный метод на примере плоской
задачи теории упругости. Рассмотрим пластину, занимающую квадратную область

 , ,  см. В качестве дефекта  возьмем прямо-

угольную полость с центром в точке  =  и размерами  см. Коорди-
наты центра полости даны в см. Возьмем в качестве упругих постоянных материала
модуль Юнга  ГПа и коэффициент Пуассона . Обозначим

, ,  и  – вершины квадратной области , см. рис. 1.
На границе пластины предполагаются заданными следующие граничные условия:

нижняя сторона квадрата закреплена ,  = ; на верхней стороне
заданы однородные растягивающие усилия ,  МПа; дан-
ные Коши заданы на боковых сторонах квадрата  = . Предполагает-
ся, что боковые стороны свободны от усилий  = , . Переме-
щения ,  определяются путем численного решения прямой задачи.

Для идентификации правой границы дефекта рассмотрим семейство прямоуголь-
ников , где координаты вершин  и  зависят от параметра  следующим
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Рис. 2.
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образом: , , . Согласно введенным выше обозна-
чениям, имеем , ,  =  и  = . В рассматри-
ваемом примере неизвестные функции  =  и  = , x' =
=  ∈  являются функциями от координаты . Аппроксимируем неизвест-
ные компоненты вектора усилий с помощью кусочно-линейных базисных функций. При
минимизации функции , определенной в (3.19), используем одинаковое количество
базисных функций  и фиксированное значение  для всех подобластей семейства .
Обозначим  = . Для рассматриваемого семейства подобластей ,
при фиксированных значениях  и ,  – функционал становится функцией проек-
ции точек  и  на ось абсцисс ,  = .

График функции  для  и  представлен на рис. 2. По оси орди-

нат отложены величины  Н. Проекция дефекта на ось абсцисс помечена
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Рис. 3.
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3

толстой горизонтальной линией. По рис. 2 видно, что при приближении к правой гра-
нице дефекта начинается резкий рост функции . Таким образом, для выбран-
ного семейства подобластей  по поведению функции  можно обнаружить
присутствие дефекта и приближенно определить расположение его правой границы.

Как указывалось выше, значение параметра  определялось методом L-кривой. Ти-
пичный вид L-кривой в случае  и области , определяемой x – координатой
точки E, равной 0, представлен на рис. 3. По оси абсцисс отложены величины

 Н. Значение , соответствующее максимальной кривизне L-кривой, в
данном случае равно . Для разных подобластей одного семейства  значения ,
определяемые с помощью L-кривой, вообще говоря, разные. Поэтому, при использо-
вании одинаковых значений  для всех областей семейства , важно знать, как зави-
сит результат обнаружения границы дефекта от выбранного значения .

Графики функций , построенные при  и различных значениях ,
представлены на рис. 4. Кривая 1 соответствует , кривая 2 соответствует

( )KV x
Ωs ( )KV x

λ
= 15N Ωs

−− × 610Ac b λ
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λ
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Рис. 5.
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 и кривая 3 – . Из рис. 4 видно, что правая граница дефекта достаточ-
но хорошо определяется при вариации значений  в достаточно широком диапазоне.
Зависимость  от количества используемых для аппроксимации базисных функ-
ций представлена на рис. 5. Здесь кривые 1, 2 и 3 соответствуют ,  и

. Рис. 5 показывает, что результаты устанавливаются, начиная с некоторого N.
В рассмотренном примере результаты ведут себя устойчиво с .

Аналогичным образом может быть определена и левая граница дефекта. Для этого
рассмотрим семейство прямоугольников , где координаты точек E и F
имеют вид: , , . График функции  для

, , , представлен на рис. 6. Из рис. 6 видно, что левая грани-
ца дефекта также хорошо определяется.

Заключение. Разработан метод обнаружения и локализации дефекта (полости, тре-
щины, включения) в упругом теле с помощью не полностью переопределенных дан-
ных на внешней границе. Идея метода заключается в построении расширяющегося
семейства подобластей, стремящихся к области, занимаемой упругим телом. Для каж-
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λ
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дой подобласти семейства строится функционал типа Кона–Вогелиуса. По мини-
мальному значению этого функционала можно судить пересекает данная подобласть
дефект или нет и приближенно определить границы дефекта. Для иллюстрации разра-
ботанного подхода рассмотрен пример идентификации полости в упругой, квадрат-
ной пластине. Переопределенные данные заданы на боковых сторонах пластины, сво-
бодных от усилий. В рассматриваемом примере в качестве семейства подобластей вы-
брано семейство прямоугольников. Это позволило определить левую и правую
границы дефекта. Для получения более полной информации о дефекте необходимо
использовать семейства подобластей более сложной геометрии.

Работа выполнена по теме государственного задания № госрегистрации AAAA-A20-
120011690132-4 и при поддержке РФФИ (проект № 19-01-00100).
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On the Solution of Geometric Elastostatic Inverse Problem by Means of Not Completely
Overdetermined Boundary Data

E. A. Kasparovaa and E. I. Shifrina,#
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The problem of detecting and localizing of a cavity, a crack, or an inclusion in an elastic
body by means of the overdetermined data given on a part of the outer boundary of the body
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is considered. The input data can be obtained in a single static experiment. A new approach
for solving such problem is proposed. The possibilities of the proposed approach are illus-
trated by the example of the problem of detecting a cavity in an elastic plate.

Keywords: static theory of elasticity, geometric inverse problem, incompletely overdetermined
boundary data
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