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Рассматривается задача о движении трех связных тел в однородном гравитационном
поле (обобщенная задача о движении гироскопа в кардановом подвесе). Найдены
все стационарные движения системы, условия их устойчивости и ветвления. На ос-
нове проведенного анализа показано, что полный атлас бифуркационных диаграмм
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Смейла для этой задачи состоит из 24 карт, различающихся видом этих диаграмм.
В работе приведена одна из наиболее сложных диаграмм Смейла и описано, как из
нее получаются все остальные.

Ключевые слова: гироскоп в кардановом подвесе, бифуркационные диаграммы, топо-
логия областей возможного движения
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Уравнения движения и первые интегралы рассматриваемой задачи приведены в [1].
Построение диаграмм Смейла [2] основано на анализе стационарных движений си-
стемы методом Рауса [3, 4] и Пуанкаре–Четаева [5, 6]. Частный случай этой задачи
рассмотрен в [7].

1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу о движении трех связанных твердых тел в
однородном поле сил тяжести. Каждое из тел может вращаться только вокруг одной из
осей: первое – вокруг неподвижной вертикали , второе – вокруг горизонтали ,
закрепленной на первом теле, а третье – вокруг оси , закрепленной на втором теле
и ортогональной оси . Предположим, что  – главные оси инерции (для точки )
второго тела (ось  ортогональна плоскости ), причем  – ось симметрии эл-
липсоида инерции (для точки ) третьего тела.

Момент инерции первого тела относительно  обозначим через , а моменты
инерции второго и третьего тел относительно осей  – через , ,  и ,

,  соответственно. Пусть центры масс второго и третьего тел лежат на оси 
в точках с координатами  и  соответственно, а  и  – массы этих тел. Положи-
тельное направление оси  выбираем так, что  (случай  три-
виален и в статье не рассматривается).

Углы поворота первого, второго и третьего тел вокруг осей ,  и  соответ-
ственно обозначим через ,  и . Очевидно, конфигурационное пространство си-

стемы – трехмерный тор ( ).
Рассматриваемая система допускает интеграл энергии (  – ускорение свободного

падения)

и два циклических интеграла

( ,  и  – произвольные постоянные; см. напр., [1]).
Напомним, что топологический анализ систем, допускающих первые интегралы,

основан на построении (в пространстве констант этих интегралов) бифуркационного
по Смейлу [2] множества, на котором эти интегралы зависимы. Учитывая структуру
функций ,  и , задачу отыскания критических уровней интегралов , ,

 можно свести к задаче определения всех критических точек эффективного по-
тенциала  системы – минимума функции  по скоростям на фиксированных уров-
нях интегралов  и . В рассматриваемой задаче этот минимум достигается при

(1.1)

OZ Ox
Oz

Ox Oxyz O
Oy Oxz Oz

O
OZ 1C

Oxyz 2A 2B 2C 3A
=3 3B A 3C Oz

2c 3c 2m 3m
Oz + = >2 2 3 3 0m c m c mc = 0c

OZ Ox Oz
1φ 2φ 3φ

T
3

g

= + ϕ + + ϕ ϕ +

+ + ϕ + ϕ + ϕ ϕ + ϕ =

�

� � �

2 2
3 2 2

2
1

2
2 3

1 2 2

2
2 3 3 2 21

1 (( ) sin cos )
2

1 1( ) ( cos ) cos
2 2

H A B C C

A A C mgc h

= + + + + + =� � �

2 2
3 2 2 1 2 2 3 1 2 21 3(( ) sin φ cos φ )φ (φ φ cos φ ) cos φK A B C C C k

= + =� �1 233(φ φ cos φ )L C l

h k l

H K L =H h =K k
=L l

klV H
=K k =L l

+ −−= = =� � �

2
2 3 2 3 22

1 2 3
2 3 2

( (φ ) cos φ ) cos φcos φφ , φ 0, φ
(φ ) (φ )

J C l C kk l
J C J



275БИФУРКАЦИОННЫЕ ДИАГРАММЫ СМЕЙЛА
и задается формулой [7]

(1.2)

Полагая, что , введем следующие обозначения

При этом , где

(1.3)

Отметим, что если второе тело – почти плоская рамка (как для гироскопа в кардано-
вом подвесе), то ; этот случай рассмотрен в [7].

Если же второе тело достаточно сильно отличается от плоского, то параметр  мо-
жет принимать положительные значения, в том числе, достаточно большие.

Заметим также, что случай ,  получается из общего случая предельным
переходом при , а случай  тривиален и не рассматривается.
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анализу критических точек функции  (1.3), заданной на отрезке .
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В зависимости от параметров задачи  и  область определения  функции
 имеет вид

 (2.3)

Заметим, что критические точки  функции , в отличие от точек , за-
висят от параметра , причем каждой такой точке отвечают два значения .

Обозначим критические точки функции , принадлежащие интервалам ,
,  и  – через , ,  и  соответственно; при этом

Поскольку  – решение уравнения (2.2), то свойства монотонности функций
 и  совпадают.

Вычислим

(2.4)

(2.5)

Из соотношений (2.4) и (2.5) следует, что  может обращаться в ноль на отрезке 
и полуинтервалах ,  не более одного раза (в точках , ,  соответственно), а в
интервале  обращается в ноль ровно один раз (в точке ). Учитывая, что

 при  и , заключаем, что  существует при ,
 – при ,  – при  (  существует всегда). Здесь

В заключение этого раздела отметим, что критические точки функции  отвеча-
ют стационарным движениям системы (  – вертикальным вращением при наи-
низшем для  и наивысшем для  положении центра масс, а  –
прецессионным движениям; см. (1.1)), причем точки минимума (максимума) соответ-
ствуют устойчивым (неустойчивым) движениям.

3. Бифуркационная диаграмма. Приведенный выше анализ критических точек функции
 позволяет построить полный атлас бифуркационных диаграмм Пуанкаре–Четаева [5, 6].
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небольшой дополнительный анализ. Каждая карта этого атласа на плоскости 
( , ) состоит из прямых
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Рис. 1. Плоскость параметров.
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и кривых , заданных параметрически соотношениями , , ко-
торые (см. (1.3) и (2.2)) можно привести к виду
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 кривая (3.2) стремится к прямой , а при  – к прямой
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Рис. 2. Диаграмма Смейла для области 18.
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На рис. 2 приведена диаграмма Смейла для параметров задачи, принадлежащих об-

ласти 18 (см. рис. 1), в которой , , , . На этой диаграмме
кривые  и  соответствуют полуинтервалам  и  (см. (2.3)) существования
решений уравнения (2.2), значение  задаются соотношениями (2.1), а значения  и

 – соотношениями , , где  и  корни уравнения  на
полуинтервалах  и  соответственно. Цифрами (0), (1), (2), (3), (4) обозначены тополо-
гические типы областей возможности движения ((0) – пустое множество, (1), (2) или (3) –

один, два или три “толстых” двумерных тора ( ), (4) – трехмерный тор ( )), а знака-
ми плюс (минус) – точки минимума (максимума) функции .

Диаграммы, соответствующие областям 16, 17, 19, 22, 23, отличаются от приведен-
ной на рис. 2, расположением точек , ,  и  и отсутствием точек возврата как на
одной из кривых  , так и на обеих. Для областей 20 (15) и 21 (14) исчезает
ветвь  ; при этом для областей 20 и 15 есть точка возврата, а для областей 21
и 14 ее нет. Для областей 11 ( ) и 12 ( ) (13) диаграммы отли-
чаются от диаграмм 15 (14) тем, что на них кривые (3.1) пересекаются. Для областей 1 –
6 кривые  = , где  – решение уравнения (2.2) на , соединяют
точки прямых (3.1), соответствующие значениям  и существуют только на ограни-
ченном интервале изменения параметра ; при этом для областей 1 ( ) и 6 ( )
на кривой  нет точек возврата, а для областей 2 ( ), 3 ( ),
4 ( ) и 5 ( ) точки возврата есть (здесь ,  – корень
уравнения  на ). Для областей 7–9 не существует кривой , причем для обла-
сти 7 на кривой  нет точки возврата, а для областей 8 ( ) и 9 ( )
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мой (3.3). Для области 24 диаграмма состоит только из непересекающихся прямых (3.1).
При этом для областей 10 и 24 все точки прямой  ( ) являются точками мини-
мума (максимума) функции .

Таким образом, общий случай гораздо богаче случая гироскопа в кардановом подвесе [7]:
полный атлас бифуркационных диаграмм содержит 24 (а не 4) карты, а области возможного
движения могут состоять из трех “толстых” двумерных торов (а не только одного) такого тора.

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 19-01-00140.
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Bifurcation Smale Diagrams for Three Connected Heavy Rigid Bodies System

A. V. Karapetyana,#

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia
#e-mail: avkarapetyan@yandex.ru

The problem on the motion of three connected rigid bodies in the homogeneous gravitation
field (the generalization of the problem of a gyroscope in Gimbal suspension) is considered.
All steady motions of the system, their stability and bifurcation conditions are found. The
given parametric analysis has shown that the full atlas of Smale bifurcation diagrams con-
tains 24 maps with different types of these diagrams. In the paper there is given one of the
most complicated Smale diagrams and there are described all other diagrams.

Keywords: gyroscope in Gimbal suspension, bifurcation diagrams, topology of possible mo-
tions domains
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