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Рассматривается продольное движение нагретой упругой панели, обтекаемой пото-
ком идеальной жидкости. Предполагается, что панель, движущаяся с постоянной
продольной скоростью и совершающая поперечные упругие колебания, оперта на
краях пролета. Задача статической неустойчивости (бифуркации) формулируется на
основе концепции упругого равновесия искривленной панели под действием при-
кладываемых к панели инерционных сил, гидродинамической реакции, теплового
воздействия и внутриплоскостных растяжений (сжатий). Возникающая нелинейная
граничная задача решается при помощи метода возмущений. В результате исследо-
вано влияние нагрева, гидроупругого взаимодействия, а также внутриплоскостного
растяжения (сжатия) на устойчивость упругой панели, совершающей продольное
движение и поперечные колебания.
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Исследования устойчивости продольно движущихся деформируемых структурных
элементов, таких как балки, струны, панели и пластинки, выполнялись ранее в основ-
ном с использованием линейных моделей (см., например, монографию [1]). Неболь-
шое число исследований устойчивости продольно движущихся упругих элементов бы-
ло выполнено в рамках нелинейных моделей [2–4]. Отметим также исследования по
устойчивости деформируемых прямолинейно движущихся конструктивных элемен-
тов, выполняемые с учетом взаимодействия рассматриваемого элемента с потоком
жидкости [1, 5–19].

В настоящей работе изучается влияние нагрева и гидродинамического воздействия,
а также внутриплоскостного натяжения на устойчивость продольно движущихся на-
гретых упругих панелей, обтекаемых идеальной жидкостью. Используется гидротер-
моупругая модель, основанная на комбинированном учете однородного поля темпе-
ратур, гидродинамической реакции, внутриплоскостного натяжения и изгибных
упругих сил. В используемой модели предполагается малость термоупругих деформа-
ций и приближение присоединенных масс для выражения гидродинамической реак-
ции. Эти предположения приводят к существенным упрощениям и допускают эффек-
тивное применение аналитических подходов (см., например, [6, 12, 13]).

1. Основные соотношения. Рассмотрим продольное движение с постоянной скоро-
стью упругой, подпертой на краях панели, обтекаемой идеальной жидкостью и совер-
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шающей поперечные колебания. Панель находится под воздействием инерциальных
сил, изгибных сил, внутриплоскостных натяжений, термических воздействий и давле-
ния жидкости. С целью вывода определяющего уравнения для функции поперечных
упругих прогибов  представим сначала уравнение равновесия для поперечных про-
екций действующих сил:

(1.1)

Здесь , , ,  и  – поперечные
проекции, соответственно, сил инерции, тепловых воздействий, внутриплоскостных
натяжений, изгибных сил и давления жидкости. Проекции сил инерции и изгиба за-
писываются в виде

(1.2)

(1.3)

где ,  и  – соответственно, изгибная жесткость, масса на единицу площади и про-
дольная скорость панели. Проекция ускорения в поперечном направлении, обуслов-
ленная наличием натяжения панели, дается формулами

(1.4)

(1.5)

где  – постоянное плоскостное натяжение неизогнутой панели,  – коэффициент
жесткости,  – длина пролета между местами опирания панели. Поперечная проек-
ция теплового воздействия (сжатия или растяжения) определяется следующим обра-
зом [20]

(1.6)

(1.7)

где  – модуль Юнга,  – коэффициент Пуассона,  – толщина панели,  и  –
нормальная и действительная температуры, измеряемые по шкале Кельвина,  – по-
стоянный коэффициент линейного теплового расширения.

Поперечная проекция гидродинамического давления может быть представлена в
виде [1, 15]

(1.8)

Здесь  – скорость потока идеальной жидкости в продольном направлении, а  –
присоединенная масса жидкости, определяемая выражением [9]

(1.9)

в котором величина  означает плотность жидкости.
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Используя далее выражения (1.2)–(1.9) для , , , ,  и
безразмерные переменные (штрихи у безразмерных переменных в дальнейшем опус-
каем) , , записываем уравнение (1.1) в следующей форме:

(1.10)

где  играет роль характеристического значения. Далее введем следующие обозначения:

(1.11)

С использованием этих обозначений уравнение (1.10) запишется следующим образом:

(1.12)

где

(1.13)

Нелинейная краевая задача для уравнения (1.12), (1.13) решается с учетом граничных
условий

(1.14)

определенных на краях панели ( ).

2. Применение метода возмущений. Принимая во внимание малость параметра 

, представим искомую функцию перемещений  и критическую величину

параметра неустойчивости , зависящую от величины критической скорости , в ви-
де степенных рядов по малому параметру :

(2.1)

в которых величины  и   не зависят от , а  и  являются реше-
нием краевой задачи в нулевом приближении, т.е. при . Для получения соотно-

шений, которые используются для определения  и , подставим степенные ряды (2.1)
в уравнение (1.12). Будем иметь
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(2.2)

Следующий шаг состоит в группировании членов с одинаковыми степенями . Далее,
используя классический метод возмущений (метод малого параметра), приравниваем

к нулю соответствующие выражения, определяющие последовательно величины  и

. Таким образом, исходная нелинейная краевая задача (1.12)–(1.14) сводится к по-
следовательности линейных задач. Решая эти задачи, можно определить решения с тре-
буемой точностью. Аппроксимация нулевого порядка определяется соотношениями

(2.3)

Решение линейной краевой задачи нулевого приближения (2.3) не представляет слож-
ностей и записывается в виде

(2.4)

Здесь  – произвольная константа, 

Далее с использованием аппроксимации нулевого порядка ( , ) уравнение для
первого приближения

записывается в следующем виде:
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где
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Введем новую переменную , удовлетворяющую соотношениям
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Решая уравнение (2.8) с граничными условиями (2.7), будем иметь (  – произволь-
ная постоянная)

(2.9)

причем, как это следует из (2.6), (2.7) и (2.9), справедливо равенство

(2.10)

В результате получаем поправки (2.9), (2.10) первого приближения, корректирующие
искомое решение краевой задачи.

Аппроксимация второго порядка находится на основе решения следующей краевой
задачи:

(2.11)

Подставляя найденные величины нулевого и первого приближений и новую перемен-

ную , определяемую равенствами
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в уравнение (2.11), сводим дифференциальное уравнение четвертого порядка к диф-
ференциальному уравнению второго порядка

(2.13)

Решение уравнений (2.11)–(2.13) определяет корректирующие поправки второго при-
ближения
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где  – произвольная константа.
Из выражения для параметра 
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Подставляя разложение (2.17) в формулу (2.16), находим в случае, когда  = 1,
следующее выражение для квадратичной критической скорости дивергенции (не-
устойчивости):

(2.18)

3. Линейный анализ устойчивости. Рассмотрим линейный случай, когда . Тогда,
используя (1.12)–(1.14), будем иметь

(3.1)

Вводя новую переменную  и подставляя ее в равенства (3.1), получим

(3.2)

Решение краевой задачи (3.2) дается формулами (  – произвольная постоянная)

(3.3)

Как результат, из краевой задачи (3.1) и формулы (3.3) получим соотношение

(3.4)

Учитывая, как следует из соотношения (3.4), что минимум величины  (критической
скорости дивергенции) реализуется при , находим

(3.5)

Таким образом, статическая устойчивость (критическая скорость дивергенции)
возрастает, когда увеличиваются значения изгибной жесткости  и плоскостного на-
тяжения , и уменьшается при возрастании длины половины пролета , присоеди-
ненной массы , массы  на единицу площади панели и скорости жидкости .

Заключение. В нелинейной постановке сформулирована задача статической устой-
чивости (дивергенции) нагретой панели, обтекаемой идеальной жидкостью. Для эф-
фективного анализа устойчивости в нелинейной постановке развивается метод возму-
щений. Применение процедуры малого параметра обеспечивает возможность сведе-
ния рассматриваемой нелинейной проблемы к системе линейных краевых задач,
последовательное решение которых реализуется в аналитической форме. В результате
найденные аппроксимации нулевого, первого и второго порядка точности позволяют
выявить зависимость критической скорости дивергенции от таких параметров задачи,
как скорость жидкости, присоединенная масса жидкости, изгибная жесткость, вели-
чина температуры нагретой панели и геометрические параметры панели. Аналитиче-
ский подход к анализу устойчивости движущейся панели, обтекаемой потоком иде-
альной жидкости, применен также в частном случае линейной постановки проблемы.
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The axial movement of a heated elastic panel f lowed by an ideal f luid is considered. It is sup-
posed that the panel moving with a constant axial velocity and performing transverse elastic
vibrations is simply supported at the ends of a span. The problem of static buckling (bifurca-
tion) is formulated on the basis of the concept of elastic equilibrium of a curved panel under
action of inertial forces, hydrodynamical reaction, thermal action and in-plane tensions
(compressions) applied to the panel. The arising nonlinear boundary problem is solved by
the perturbation method. As a result, the influence of the heating, hydroelastic interaction
and in-plane tension (compression) on the stability of elastic panel performing the axial
movement and transverse vibrations is investigated.

Keywords: perturbation method, static stability, center mass, stability, linear analysis of sta-
bility
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