
ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА 2020, том 84, № 2, с. 242–255

УДК 539.3
АДГЕЗИОННОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ УПРУГИХ ТЕЛ 
C РЕГУЛЯРНЫМ ПОВЕРХНОСТНЫМ РЕЛЬЕФОМ

© 2020 г.   Ю. Ю. Маховская*

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, Москва, Россия
*e-mail: makhovskaya@mail.ru

Поступила в редакцию 29.10.2019 г.
После доработки 23.12.2019 г.

Принята к публикации 26.12.2019 г.

Рассмотрено адгезионное взаимодействие осесимметричного индентора с упругим
полупространством с учетом поверхностного микрорельефа в виде регулярно распо-
ложенных одинаковых выступов, покрывающих индентор. Контакт на микроуровне
между системой выступов и упругим полупространством считается дискретным. Ре-
шение задачи на макроуровне строится с помощью зависимости эффективной
удельной силы адгезии от величины номинального зазора, полученной в результате
решения задачи на микроуровне. Построенное решение позволяет моделировать
влияние параметров микрогеометрии и адгезии на контактное взаимодействие упру-
гих тел на макроуровне.
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1. Введение. Теоретические основы механики контактного взаимодействия упругих
тел с учетом сил адгезионного притяжения, действующих вне области контакта, были
заложены в работах Б.В. Дерягина и его соавторов [1–3]. Силы адгезионного притяже-
ния определяются не только свойствами взаимодействующих поверхностей, но и ве-
личиной зазора между ними, поэтому поверхностная микрогеометрия оказывает
большое влияние на характер прилипания. Искусственное нанесение поверхностного
микрорельефа позволяет изменять эффективные адгезионные свойства поверхности,
причем как в сторону увеличения, так и уменьшения адгезии [4–6].

Модель адгезионного взаимодействия упругих тел с поверхностью, обладающей
случайной шероховатостью, была предложена в работе К. Фуллера и Д. Тейбора [7].
Для случая поверхностей с регулярным рельефом рассмотрены и решены периодиче-
ские контактные задачи без учета адгезии [8, 9], а также с учетом сил адгезии в плос-
кой [10–13] и пространственной [14, 15] постановках.

Для моделирования влияния микрорельефа на характеристики контакта на макро-
уровне необходимо рассматривать задачи с более сложной конфигурацией контакта,
например, о контакте индентора и полупространства с нанесенным на одну из поверх-
ностей микрорельефом. В случае небольшой волнистости, когда область контакта
остается односвязной, решение такой задачи было получено аналитически [16] и уста-
новлено, что нанесение рельефа увеличивает эффективные адгезионные свойства по-
верхности, а также изменяет величину адгезионного гистерезиса [17]. В случае, когда
контакт является дискретным, постановка задачи значительно усложняется, и реше-
ние можно получить численно, например, методом граничных элементов [18]. Следу-
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ет отдельно отметить возможность анализа такой конфигурации контакта на основе
самосогласованного подхода по Б.В. Дерягину, который не предполагает наличия об-
ласти контакта в классическом смысле. Согласно этому подходу, между поверхностя-
ми всегда имеется ненулевое расстояние (зазор), и величина межмолекулярных сил,
которые могут быть как притягивающими, так и отталкивающими, зависит от величи-
ны этого зазора [19, 20].

Другой подход к рассмотрению таких задач предполагает решение в два этапа: зада-
ча решается на микроуровне для получения эффективных характеристик микрорелье-
фа, которые затем используются для решения задачи на макроуровне. К таким подхо-
дам относится предложенный И.Г. Горячевой метод, основанный на использовании
функции дополнительного смещения, которая описывает эффективное влияние по-
верхностного рельефа [8, 9]. Аналогичный метод, основанный на расчете эффектив-
ной податливости шероховатого слоя, был применен для расчета адгезионного кон-
такта шероховатых осесимметричных тел Б.А. Галановым [21]. В более простой версии
этого подхода используется величина эффективной удельной энергии адгезии, кото-
рая рассчитывается исходя из поверхностной геометрии и адгезии на микроуровне, а
затем используется в решении задачи на макроуровне. На основе данного подхода в
[22] были проведены расчеты и объяснены экспериментальные результаты работы [5].
Этот подход позволяет применять и комбинировать известные методы расчета адгези-
онного контакта на микро- и макроуровнях. Особенностью его, однако, является то,
что в нем определяется один параметр адгезии – эффективная удельная энергия адге-
зии, поэтому на макроуровне возможно применение только упрощенных моделей ад-
гезии.

В настоящей работе при решении задачи о взаимодействии индентора, обладающе-
го регулярным поверхностным рельефом, с упругим полупространством используется
определенная на микроуровне зависимость эффективной удельной силы адгезии от
величины номинального зазора между поверхностями. Работа этой силы при разведе-
нии поверхностей представляет собой эффективную удельную энергию адгезии. Та-
ким образом, данный подход можно считать обобщением метода Б.А. Галанова, ис-
пользующего эффективную удельную энергию адгезии. Отличительной чертой пред-
ставленного в данной работе подхода является также учет взаимного влияния между
поверхностными выступами, образующими микрорельеф.

Работа построена следующим образом. Сначала рассматривается контактная задача
на микроуровне о взаимодействии упругого полупространства с жесткой плоской по-
верхностью, покрытой системой регулярно расположенных выступов (рис. 1а), при
наличии адгезии, вызванной межмолекулярным притяжением поверхностей. Из ре-
шения этой задачи определяется зависимость эффективной удельной силы адгезии от
величины номинального зазора между поверхностями. Затем рассматривается кон-
тактная задача на макроуровне – о взаимодействии гладкого индентора с упругим по-
лупространством (рис. 1б) при наличии адгезионного притяжения вне области кон-
такта, задаваемого зависимостью удельной силы адгезии от величины зазора. Предпо-
лагается, что размер областей контакта и расстояние между выступами на
микроуровне значительно меньше размера области контакта на макроуровне, ,

 (рис. 1).
2. Контактная задача на микроуровне. Рассматривается контакт жесткой поверхно-

сти, на которой расположены одинаковые осесимметричные выступы, с гладкой по-
верхностью упругого полупространства. Выступы расположены в узлах гексагональ-
ной решетки с шагом l. В локальной цилиндрической системе координат, связанной с

вершиной выступа, его форма описывается степенной функцией , где
 – размер выступа,  – целое число (рис. 1а). На жесткую поверхность, покры-

тую выступами, действует номинальное давление . Для описания адгезионного при-
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Рис. 1
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тяжения поверхностей используется кусочно-постоянная аппроксимация зависимо-
сти удельной силы адгезии  от величины зазора между поверхностями , извест-
ная как модель Можи–Дагдейла [23]:

(2.1)

Контакт на микроуровне считается дискретным, т.е. происходит по круговым обла-
стям радиуса , а в кольцеобразных областях с внешним радиусом  действует удель-
ная сила адгезии , которая считается заданной величиной. Кроме того, задается ра-
диус действия адгезионной силы  – максимальный зазор между поверхностями, при
котором они испытывают взаимное притяжение.

Для решения задачи используется метод локализации [8, 9]. Согласно этому методу,
для определения напряженно-деформированного состояния вблизи отдельного пятна
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такта, а влияние остальных пятен заменяется действием номинального давления ,
действующего в области . Величина  определяется из условия равенства
среднего давления внутри круга радиуса  и вне его. Для гексагональной решетки
эта величина равна [8, 9]

(2.2)
Таким образом, задача о нагружении упругого полупространства имеет следующие

граничные условия:

(2.3)

где  и  – соответственно, давление и перемещение в направлении оси  на гра-
нице  упругого полупространства,  – цилиндрическая система координат,
связанная с выбранным выступом (рис. 1а),  – расстояние между выступом и невоз-
мущенной границей полупространства.

Помимо условий (2.3), выполняется условие, следующее из принятой модели адге-
зии (2.1):

(2.4)

Зависимость величины зазора  между контактирующими поверхностями от коорди-
наты  в окрестности выступа можно представить в виде

(2.5)
Кроме того, выполняется условие равновесия для номинального давления
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Решение осесимметричной контактной задачи с условиями (2.3)–(2.6) было полу-
чено в работах [14, 15], в частности, в случае непосредственного контакта поверхно-
стей зависимость номинального давления от расстояния между поверхностями опре-
деляется соотношениями
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и уравнением, связывающим радиус области контакта  с внешним радиусом области

адгезионного взаимодействия :
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Рис. 2
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где ,  – соответственно, полный и неполный эллиптические интегралы

второго рода; ;  и  – модуль Юнга и коэффициент Пуассона упруго-

го полупространства, соответственно. При заданной величине  уравнение (2.9) ре-
шается численно относительно , что при подстановке в соотношения (2.7), (2.8) дает
параметрическую зависимость . При отсутствии непосредственного контакта
поверхностей решение задачи существенно упрощается:

(2.10)

(2.11)

На рис. 2 приведены зависимости безразмерного номинального давления , от
безразмерного расстояния между поверхностями , рассчитанные по соотноше-

ниям (2.7)–(2.11), при , , . Форма выступов, опреде-

ляемая функцией , считалась параболической, т.е. принималось зна-
чение . Здесь и далее для параметризации величин, имеющих размерность дли-
ны, использована величина  – радиус закругления индентора на макроуровне (рис.
1б). Графики представлены в области отрицательного давления, поскольку именно
эта область значений номинального давления будет использоваться при решении за-
дачи на макроуровне. Кривые 1, 2 и 3 на рис. 2 получены при различных значениях
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Рис. 3
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безразмерного расстояния  между выступами: , 0.05 и 0.1,
соответственно. При более плотно расположенных выступах более высокое отрица-
тельное давление может быть приложено к поверхностям без разрушения контакта.
Представленные кривые имеют неоднозначный характер, что характерно для адгези-
онного взаимодействия упругих тел [24–26], и описывают адгезионный гистерезис:
работа, производимая силами адгезии при сближении поверхностей от бесконечности
до равновесного расстояния (по пути ABCD) меньше работы, которую нужно затра-
тить для разделения этих же поверхностей (по пути DCEA).

Вводится величина номинального зазора между поверхностями согласно соотно-
шению , где  – равновесное расстояние, при котором номинальное дав-
ление  равно нулю. Полагая  в соотношениях (2.7) – (2.9), получим три урав-
нения для определения равновесного расстояния  и соответствующих ему величин

 и . Эффективная удельная сила адгезии определяется как взятое с обратным зна-
ком номинальное давление,  при . Таким образом, из зависимости

, заданнной соотношениями (2.7)–(2.11), можно определить зависимость эф-
фективного адгезионного давления от величины номинального зазора, .
Заметим, что вследствие адгезионного гистерезиса (рис. 2) эта зависимость будет раз-
личной при подводе поверхностей друг к другу и при их разведении.

На рис. 3 показаны графики зависимости величины безразмерного эффективного
адгезионного давления  (представленной в логарифмическом виде) от номи-
нального зазора  при разведении поверхностей, рассчитанные для выступов раз-
личной формы. Число рядом с каждой кривой соответствует показателю степени  в
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функции, описывающей форму выступов . Кривая 0 соответствует
взаимодействию гладких тел без выступов. Использованы те же значения параметров,
что и для результатов, представленных на рис. 2. Результаты показывают, что измене-
ние формы выступов приводит к очень значительному изменению эффективного ад-
гезионного давления: к снижению его на несколько порядков по сравнению с адгези-
ей гладких поверхностей.

3. Контактная задача на макроуровне. На макроуровне рассматривается взаимодей-
ствие жесткого осесимметричного индентора, форма которого описывается функцией

, с упругим полупространством, занимающим область  (рис. 1б).
Будем считать областью контакта круг , в котором давление на поверхности
упругого полупространства положительное, а областью адгезии – кольцо , в
котором оно отрицательное. Эффективное адгезионное давление берется из решения
задачи на микроуровне , метод получения которого изложен в п. 2. Вели-
чина номинального зазора  между поверхностями индентора и полупространства
определяется соотношением:

(3.1)

где  – расстояние между индентором и полупространством.
Условия на границе упругого полупространства имеют вид:

(3.2)

На границе  области контакта величина нормального напряжения равна нулю

(3.3)

Кроме того, выполняется условие равновесия для внешней нормальной силы , дей-
ствующей на индентор

(3.4)

Для решения задачи эффективное адгезионное давление в области адгезии
 заменяется кусочно-постоянной аппроксимацией

(3.5)

где , .
Метод решения задачи об адгезионном взаимодействии упругого полупространства

с осесимметричным индентором при заданной удельной силе адгезии в виде кусочно-
постоянной функции по радиальной координате был предложен ранее [26]. Решение
этой задачи имеет следующий вид. В случае контакта поверхностей имеем для распре-
деления контактного давления:

(3.6)
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где полагается . Выражение для силы, действующей на индентор, имеет вид:

(3.7)

А расстояние между телами

(3.8)

Заметим, что в соотношениях (3.5)–(3.8) величина эффективного адгезионного
давления  фигурирует как функция радиальной координаты  при . Однако, в
результате решения задачи на микроуровне (п. 2) определяется зависимость эффек-
тивного адгезионного давления от величины номинального зазора, . Для
того, чтобы использовать эту функцию в соотношениях (3.6)–(3.8), необходимо пред-
ставить функцию номинального зазора , определенную соотношением (3.1), в виде
кусочно-постоянной аппроксимации, соответствующей разбиению отрезка ,

использованному в (3.5): , . Применяя второе условие из (3.2) в каж-

дой точке  , можно получить следующую систему уравнений для определе-

ния координат  точек разбиения отрезка :

(3.9)

где  и  – соответственно, неполный и полный эллиптический интеграл пер-
вого рода,  и  – второго рода. Метод получения соотношений (3.6)–(3.9)
описан в [25, 26].

При известной зависимости эффективного адгезионного давления от величины но-
минального зазора, , система уравнений (3.9) решается численно относи-

тельно величин , при этом автоматически определяется радиус области контакта,

. После этого можно определить номинальное контактное давление (3.6), а так-
же зависимость силы от расстояния между индентором и полупространством (3.7)–
(3.8). Заметим, что определяемая из решения задачи на микроуровне (п. 2) зависи-
мость  является различной для случаев подвода поверхностей и разведе-
ния их друг от друга. Таким образом, решение задачи на макроуровне также будет раз-
личным, в зависимости от того, приближается индентор к полупространству или уда-
ляется от него.

4. Результаты расчета. На рис. 4 представлены распределения контактного давления
на макроуровне при значении безразмерного расстояния между выступами  и
величине максимального внедрения индентора  для различных форм вы-
ступов. Число рядом с каждой кривой соответствует показателю степени n в функции,
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Рис. 4
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описывающей форму выступов . Остальные параметры задачи имеют
те же значения, что и приведенные к описанию рис. 2. Результаты показывают, что
более пологая форма выступов приводит к значительному увеличению размера обла-
сти фактического контакта, повышению по абсолютной величине как контактных
(положительных), так и адгезионных (отрицательных) поверхностных напряжений.

На рис. 5 показаны зависимости безразмерной номинальной площади контакта

 от внешней силы , приложенной к штампу. Результаты приведены для
двух значений расстояния между выступами и двух значений относительного размера
выступов: кривые 1 и 1' соответствуют более плотному расположению выступов

, а кривые 2 и 2' – менее плотному ; при этом кривые 1 и 2 построе-
ны для относительного размера выступов , а кривые 1' и 2' – для

. Обе указанные характеристики микрорельефа оказывают значительное
влияние на площадь контакта на макроуровне: уменьшение расстояния между высту-
пами и увеличение их размера приводит к возрастанию номинальной площади кон-
такта и максимальной отрицательной силы, которая соответствует силе отрыва по-
верхностей. Заметим, что при рассмотрении задачи для кластера микроконтактов с
учетом адгезии в [27] было показано, что условие отрыва зависит также от напряжен-
ного состояния на границе области контакта, однако учет влияния градиента контакт-
ного давления на краю номинальной области контакта на условие отрыва поверхно-
стей выходит за рамки вопросов данной работы.

Все кривые, представленные на рис. 4 и 5, соответствуют случаю, когда индентор
удаляется от полупространства. На рис. 6, иллюстрирующей зависимость безразмер-

ной силы  от расстояния между индентором и полупространством , при-
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Рис. 5
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ведены графики как для подвода индентора (кривые 1 и 2), так и для его отвода (кри-
вые 1' и 2 '). Кривая 3 соответствует адгезионному взаимодействию упругого полупро-
странства с гладким индентором, не имеющим поверхностных выступов. Результаты
показывают, что помимо гистерезиса, возникающего вследствие одновременного
действия адгезионных и упругих сил (показан штриховыми линиями со стрелками на
примере кривой 3), имеет место еще один вклад в гистерезис, связанный с дискретно-
стью контакта (отличие кривых 1 и 1', 2 и 2 '). Однако, несмотря на дополнительный
вклад за счет микрогеометрии поверхности, общая величина адгезионного гистерези-
са для поверхности, покрытой выступами, значительно меньше, чем для гладких по-
верхностей; также значительно меньше и сила отрыва – максимальная отрицательная
сила, которую выдерживает контакт. Этот эффект качественно объясняется уменьше-
нием площади контактной поверхности при переходе от сплошного к дискретному
контакту, что приводит к уменьшению эффективной поверхностной энергии каждого
из взаимодействующих тел [6, 22].

Заключение. Предложен метод решения задачи об адгезионном взаимодействии
осесимметричного индентора с упругим полупространством с учетом поверхностного
микрорельефа в виде регулярно расположенных одинаковых выступов, покрывающих
индентор. Построенное решение позволяет исследовать влияние параметров поверх-
ностного микрорельефа на характеристики адгезионного взаимодействия на макро-
уровне в случае дискретного контакта поверхностей на микроуровне. Проведен расчет
и анализ распределения номинального контактного давления, номинальной площади
контакта и зависимости силы от расстояния между индентором и полупространством
при различных параметрах микрорельефа: формы выступов, их относительного раз-
мера и плотности расположения. Полученные результаты могут быть использованы
для управления адгезионными свойствами поверхностей путем нанесения на них ре-
гулярного рельефа заданной формы.
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Рис. 6
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Adhesive Interaction of Elastic Bodies with Regular Surface Relief

Yu. Yu. Makhovskaya#

Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, Russia
#e-mail: makhovskaya@mail.ru

Adhesive interaction between an axisymmetric indenter and an elastic half-space is consid-
ered taking into account a surface relief in the form of regularly arranged identical asperities
covering the indenter. At microlevel, contact between the system of asperities and the half-
space is assumed discrete. At macrolevel, the solution of the problem is constructed by using
the dependence of the effective specific force of adhesion on the nominal gap, which is ob-
tained as a result of the problem solution at microlevel. The solution obtained allows one to
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model the influence of microgeometry and adhesion characteristics at microlevel on the
contact of elastic bodies at macrolevel.

Keywords: adhesion, discrete contact, regular relief
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