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Для двухфазного течения сжимаемых жидкостей в сжимаемой пористой среде с
двойной пористостью построена макроскопическая модель, на базе которой прове-
ден качественный анализ механизмов возникновения различных видов памяти (за-
паздывания). Двумя основными механизмами являются немгновенное капиллярное
перераспределение фаз и немгновенная релаксация давления. Помимо них возника-
ют перекрестные эффекты памяти, вызванные асимметричным отжимом жидкостей
из пор за счет расширения фаз и компакции пор, а также нелинейным наложением
сжимаемости и капиллярности (нелинейный отжим). Для построения модели при-
менен асимптотический метод двухмасштабного осреднения в вариационной фор-
мулировке. Полное осреднение удается провести за счет разнесения нелокальности
и нелинейности на разные уровни асимптотического разложения. Явно определены
все характерные времена запаздывания как функции насыщенности и давления.
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Введение. Среда с двойной пористостью (ее еще называют трещиновато-пористой)
является классической моделью для исследования эффектов возникновения памяти в
течениях жидкостей при изменении масштаба рассмотрения. Такая среда состоит из
слабопроницаемых блоков и высокопроницаемых трещин. При однофазном течении
сжимаемой жидкости в ней распространение возмущения в блоках намного медлен-
нее, чем в трещинах, поэтому среднее давление в блоках запаздывает и зависит от всей
истории изменения среднего давления в трещинах, что и является эффектом памяти.
Поскольку этот эффект наблюдается в терминах средних давлений, то для его изуче-
ния надо построить уравнения, осредненные по неоднородностям. В однофазном слу-
чае, который описывается линейными уравнениями, можно получить полностью
осредненную модель и явные выражения для оператора памяти. Первая математиче-
ская модель такого процесса была предложена в 1960 г. [1]. Позже методами осредне-
ния было показано [2, 3], что сильная разница в проницаемостях блоков и трещин
приводит не просто к запаздыванию, а к долгой памяти, описываемой интегро-диф-
ференциальным уравнением.
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В случае двухфазного течения появляется другой тип памяти, который порождается
капиллярностью. Капиллярные силы толкают смачивающую фазу из трещин в блоки,
при этом вытесняя несмачивающую фазу из блоков в трещины. Это явление известно
как капиллярная противоточная пропитка. В блоках она медленнее, чем в трещинах,
что вызывает запаздывание в поведении насыщенности фаз (“насыщенность” означа-
ет объемную долю фазы в порах). Динамика волн насыщенности нелинейная, свой-
ственная всем двухфазным течениям. Поэтому возникает ситуация, когда запаздыва-
ние/память на макроуровне вызывается распространением нелинейной волны на ло-
кальном масштабе. Для краткости такую память будем называть нелинейной.

Если же течение двухфазное и жидкости сжимаемые, то два типа памяти, вызван-
ные сжимаемостью и капиллярностью, должны как-то взаимодействовать, что может
привести к новым физическим эффектам. Обнаружение и исследование этих физиче-
ских эффектов и есть цель настоящей работы. Для этого, прежде всего, необходимо
было построить макроскопическую модель двухфазного течения сжимаемых жидко-
стей в среде с двойной пористостью.

Попытки построить такие модели проводились в основном для систем с несжимае-
мыми фазами [3–9]. Однако, появление нелинейной памяти приводит к тому, что
макроскопические модели оказываются не полностью осредненными. Это означает,
что макроскопические уравнения и локальная задача не расщепляются, а составляют
единую зацепляющуюся систему уравнений, которые должны решаться совместно и
многократно для каждой макроскопической точки пространства и каждого момента
времени. Поскольку такой результат не проще, чем исходная неосредненная задача,
его значение для моделирования динамики течений снижается. Поэтому проблема
построения осредненной модели остается открытой даже для несжимаемых флюидов.
Попытки преодолеть ее линеаризацией уравнений капиллярной пропитки, как это
было сделано ранее [5, 10], означают, что течение в блоках заменяется однофазным.

Авторам известны две работы, посвященные двухфазному течению сжимаемых
флюидов в среде с двойной пористостью [11, 12]. В первой из них [11] обе фазы пред-
ставляли собой сжимаемый газ, а во второй одна из фаз полагалась несжимаемой [12].
Сделаны математические продвижения в области доказательства сходимости исход-
ной системы к осредненной в условиях взаимодействия нелокальности, двойной не-
линейности и двойной вырождаемости (параболических уравнений), однако получен-
ные модели остаются не полностью осредненными.

В связи с этим физика двухфазных течений в трещиновато-пористых средах про-
должает исследоваться не только методами осреднения, но и иными способами. Экс-
периментальные исследования на уровне пор проводятся на стеклянных микромоде-
лях [13–15] с визуальным наблюдением за процессом. Эксперименты на уровне Дарси
проводятся на непрозрачных образцах пород, сканируемых методом ядерного магнит-
ного резонанса [16].

Численное моделирование на уровне пор, основанное на уравнениях Навье–Сток-
са, использует метод диффузной поверхности Кана–Хильярда [15, 17, 18], позволяю-
щий отслеживать поверхность раздела фаз и ее деформации. Численное моделирова-
ние, основанное на законе Дарси, сфокусировано в настоящее время, прежде всего
на проблеме стыковки трехмерной задачи в блоке и двумерной задачи в плоской тре-
щине [19, 20].

Во всех этих исследованиях получены сходные результаты относительно роли ка-
пиллярной пропитки на нефтеотдачу: чем больше капиллярное давление, тем интен-
сивнее пропитка и тем больше нефти вымывается из блоков. Однако есть и противо-
речивые результаты относительно влияния темпа вытеснения на нефтеотдачу: так, на-
пример, по результатам [14, 17, 18, 20] отдача падает с ростом темпа закачки, тогда как
согласно [13, 16] – растет. Это указывает на то, что общая теория двухфазных течений
в среде с сильными неоднородностями остается открытым вопросом.
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В настоящей работе мы предлагаем теоретический подход, который позволяет по-
строить полностью осредненную модель таких систем, несмотря на возникновение в
них нелинейной памяти. Она сочетает элементы однофазной сжимаемой и двухфаз-
ной несжимаемой систем. Показано, что помимо капиллярного запаздывания насы-
щенности и запаздывания давления из-за сжимаемости, возникает также два новых
перекрестных эффекта:

– эффект запаздывания насыщенности, вызываемый несимметричным отжимом
фаз из блоков за счет расширения фаз и компакции пор;

– эффект запаздывания насыщенности, вызываемый нелинейным наложением
сжимаемости и капиллярности.

Ниже метод осреднения применяется для двухмасштабной формулировки задачи в
вариационной форме, по технике близкий к конструктивной части метода двухмас-
штабной сходимости [21]. Предлагаемый подход позволяет провести все вычисления в
наиболее компактной форме.

Следует подчеркнуть, что в рамках используемого подхода сжимаемыми являются
прежде всего флюиды. Пористая среда может быть тоже сжимаемой, то есть изменять
объем пор в зависимости от давления жидкости их заполняющей (такая деформация
среды называется компакцией), но сжимаемость среды считается слабой. Полностью
деформируемые среды здесь не рассматриваются. Подходы к осреднению деформиру-
емых упругих насыщенных пористых сред также развиваются в последнее время [22, 23].

1. Формулировка задачи.
1.1. Уравнения двухфазного течения сжимаемых жидкостей. Сжимаемость означает, что
плотности жидкостей и пористость/проницаемость пористой среды зависят от давле-
ния. Традиционно сжимаемость пористых сред считается слабой и описывается ли-
нейным законом, а сжимаемость жидкостей описывается более общим экспоненци-
альным законом [24]:

(1.1)

где  – давление,  – характерная постоянная величина пористости; , ,  – изо-
термические коэффициенты сжимаемости, которые считаются константами. Их раз-
мерность Pa–1. Для воды, нефти и геологических пористых сред характерная величина
коэффициента сжимаемаемости составляет 10–9–10–8 Pa–1. Положительная производ-
ная  означает, что пористость уменьшается, если давление жидкости в порах па-
дает. Последнее соответствует компакции пор под весом вышележащих пород.

Для однофазных сжимаемых флюидов в деформируемой среде используется клас-
сическое упрощение уравнений течения, которое заключается в следующем. Подста-
вим уравнения сжимаемости (1.1) в уравнение сохранения массы флюида:

где V – скорость фильтрации. Тогда получим:

где “штрих” означает производную по давлению. Последний член, ,
пренебрежимо мал, так как градиенты давления в подземных пластах малы. Тогда по-
лучаем классическое уравнение однофазной фильтрации сжимаемых жидкостей в де-
формируемых пластах:
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где , а скорость фильтрации  считается пропорциональной пара-

метру абсолютной проницаемости среды .

Пористость  и проницаемость  в этих уравнениях считаются далее постоянны-
ми.

Применим такое же допущение и для двухфазных флюидов. Рассмотрим несмеши-
вающиеся фазы. Будем называть их водой и нефтью. Фазы имеют разные давления: 
и . Поэтому  и . Классические уравнения теории двухфазной
фильтрации применимы для шнурковой структуры течений [25], когда каждая фаза
занимает свои собственные поры. Поэтому в каждый момент времени  для
пор, занятых водой, и  для пор, занятых нефтью. Исходные уравнения сохра-
нения массы фаз имеют вид:

где  – объемная доля воды (насыщенность),  – плотность фазы,  – пористость сре-
ды,  – давление,  – вектор скорости фильтрации (скорость Дарси). Индексы  и 
означают воду (water) и нефть (oil). Дифференцируя по частям, получим для воды:

Пренебрегая членами порядка , получим окончательно систему уравнений двух-
фазного течения сжимаемых жидкостей в слабосжимаемой пористой среде:

(1.2)

где , , а величина  обозначена просто как .
Система (1.2) дополняется уравнениями сохранения импульса в форме закона Дар-

си для каждой фазы и уравнением капиллярного равновесия, связывающим давления
в фазах:

(1.3)

(1.4)
где  – абсолютная проницаемость среды,  – динамическая вязкость фазы. Под-
черкнем, что  и  считаются независящими от давления, что соответствует слабо-
сжимаемой пористой среде.

Функции относительных фазовых проницаемостей ,  и капиллярного
давления  заданы. Они обладают следующими свойствами:

–  непрерывная и монотонно неубывающая функция водонасыщенности ,
такая что  при , и ;

–  непрерывная и монотонно невозрастающая функция такая, что  и
 при ;

–  непрерывная и монотонно невозрастающая функция такая, что  и
 при . Функция  не определена при .

1.2. Задача осреднения. Пусть резервуар  ( ) – ограниченная, связная об-
ласть с периодической микроструктурой с характерным масштабом ε, который явля-
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Рис. 1. Структура среды.
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ется отношением периода неоднородности к длине всей области. Параметр  малый:
 (рис. 1).

Единичная ячейка этой микроструктуры выделена черным квадратом. Будучи рас-

тянутой в  раз по каждой оси она образует куб  со стороной 1, где  – раз-

мерность пространства. Этот куб состоит из двух подобластей: связной подобласти 

(“трещины”) и  (“блок матрицы”). Обозначим через  границу раздела между  и

 в .
Четыре уравнения сохранения массы и импульса (1.2) и (1.3) можно свести к двум

уравнениям, исключив скорости фильтрации:

(1.5)

где , .
Система (1.5) и соотношение (1.4) определяют три неизвестных функции: насы-

щенность воды , давление в воде  и давление в нефти . На границе раздела сред 
нормальные потоки фаз и фазовые давления непрерывны.

Граничными условиями являются заданное давление воды и насыщенность. На-
чальные условия фиксируют заданное распределение насыщенности и давления в об-
ласти:

1.3. Параметры задачи. Пористость, коэффициенты сжимаемости, фазовые проницае-
мости, и капиллярное давление различны в блоках и трещинах, но остаются величи-
нами одного порядка:
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где , , , , , , ,  не зависят от . Параметры , , ,

 положительны. Функции , , ,  неотрицательны. Полагаем,

что , так как капиллярное давление больше там, где проницаемость
меньше.

В то же время, абсолютная проницаемость блоков и трещин может различаться
очень значительно. Известно, что при вариации пористости в пределах 0.1–0.2 прони-
цаемость меняется на несколько порядков. Поэтому принимаем основное условие
двойной пористости:

(1.6)

где параметр  мал, коэффициенты ,  положительные и не зависят от .
Параметр  описывает степень контрастности между проницаемостями блоков

и трещин. Большой контраст вызывает запаздывание или память. Степень запаздыва-
ния (или “длина памяти”) выражается другим параметром, , который определяется
следующим образом:

Параметр  входит в задачу в явном виде, если исходные уравнения (1.5) записаны
не через макроскопические координаты , а микроскопические (растянутые) коорди-
наты . Тогда в уравнениях (1.5) правая часть примет вид на блоке:

.
По степени контрастности и длине памяти интерес представляют два типа сред:

– среды с долгой памятью: , или с сильным контрастом:  (так называе-

мые -среды);

– среды с короткой памятью: , или с умеренным контрастом: .
Классификация сред по параметрам  и  представлена на рис. 2.
Существуют также среды неконтрастные: , слабоконтрастные  и сре-

ды с непроницаемыми блоками: . В первых и вторых обменный процесс между
блоками и трещинами происходит без запаздывания, а в третьих полностью отсутству-
ет из-за очень сильного запаздывания, поэтому ни те, ни другие, ни третьи для целей
настоящего исследования интереса не представляют.

2. Метод осреднения с расщеплением нелокальности и нелинейности.
2.1. Расщепление нелокальности и нелинейности. Целью данной статьи является по-
строение полностью осредненной модели. Полностью осредненной называется модель,
макроскопические уравнения которой не содержат микроскопические переменные, а
задача на ячейке, определяющая макроскопические коэффициенты, не зависит от
макроскопических переменных и поэтому решается только один раз [4].

Чтобы обойти наложение нелинейности и нелокальности, описанное ранее, мы
разнесем их на разные уровни асимптотического разложения по параметру длины па-
мяти , то есть нелинейность сохраняется в нулевом приближении, а нелокальность –
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Рис. 2. Классификация сред по параметрам контрастности свойств ( ) и длины возникающей памяти ( ).
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δ ω
в первом. Поскольку в первом приближении асимптотические разложения обычно
приводят к линейным задачам, то нелокальность возможно будет описать явно и пол-
ностью. Ранее этот метод был применен для несжимаемых жидкостей [8].

Таким образом, параметр  должен быть малым, то есть мы приходим к средам с
умеренным контрастом между проницаемостями блоков и трещин. В общем случае
мы вынуждены работать с двухпараметрическими разложениями: по периоду неодно-
родности  и по параметру длины памяти , которые независимы. Учитывая упорядо-
чение сред по параметрам  и , представленное на рис. 2, асимптотическое разложе-
ние любой функции  будет выглядеть следующим образом:

(2.1)

где верхние индексы  и  означают зависимость от соответствующих параметров.
При этом учтено, что задача регулярна по  (за исключением малых времен  по-

сле возмущения) и сингулярно возмущена по , поэтому коэффициенты  в общем
случае зависят от  и не зависят от .

Если , то неоднородности стягиваются в точку, то есть среда превращается в
однородную осредненную. Если , то в системе исчезает память. Поэтому нуле-
вое приближение  соответствует осредненному значению функции в системе без
контраста свойств блоков и трещин.

Для построения осредненной модели достаточно нулевого и первого приближения:

, , . При этом член  описывает вклад контрастности свойств, то есть эф-

фекты памяти, а  ответствен за вклад пространственных осцилляций проницаемости.
Очевидно, что техника осреднения значительно упрощается, если выбрать  так,

чтобы например:
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что использовалось в [8]. Тогда полное асимптотическое разложение сводится к одно-
параметрическому разложению по .
2.2. Двухмасштабная формулировка задачи. Прежде всего, введем расширение реше-
ния , , так что
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Тогда следующее справедливо для производных:

Поскольку операции расширения и дифференцирования коммутируют, получаем,
что аргумент y может рассматриваться как независимая переменная от , а в конечных
результатах надо положить его равным .

Двухмасштабная формулировка уравнений (1.5) имеет следующий вид:

(2.3)

Здесь и далее по повторяющимся индексам , ,  идет суммирование от 1 до 3. С
условиями:

(2.4)

и условиями Неймана или Дирихле на границе области . Здесь [⋅] – обозначают
скачок функции.

Задачу (2.3), (2.4) можно представить в вариационной формулировке:

(2.5)

для любой функции , действующей в пространстве , непрерывной и пе-
риодичной по , а также такой, что .

Соотношение (2.5) получается умножением уравнения (2.3) на функцию , с после-
дующим интегрированием по частям, и использованием теоремы Гаусса–Остроград-
ского. Возникающие при этом интегралы по границе области  обнуляются из-за
граничного условия на функцию . Интегралы по границе периода , в свою оче-
редь, обращаются в нуль из-за периодичности всех функций по .
2.3. Асимптотическое разложение. Осреднение строится методом двухмасштабных
асимптотических разложений по параметру , а также регулярных асимптотических
рядов по параметру нелокальности , что, с учетом параметризации (2.2), означает
появление членов, содержащих дробные степени . Общая структура разложений
имеет следующий вид, для :
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Причем выполняются условия непрерывности фазовых давлений:

(2.6)

(Независимость первых членов разложений от  легко доказывается подстановкой
разложения в (2.5)).

Тогда для нелинейных функций, входящих в (2.5), получим:

(2.7)

Интегральное тождество (2.5) примет вид:

(2.8)

Общая техника осреднения заключается в подстановке асимптотического разложе-
ния в интегральное тождество (2.8) и получении замкнутых выражений для последо-
вательных членов разложения выбором тестовых функций .
2.4. Результат осреднения – макроскопическая модель. Приведем сразу результат осред-
нения (полный вывод дается в разд. 3).

Определим осредненные фазовые давления и насыщенности в блоках и трещинах
как:
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Заметим, что макроскопические капиллярные давления в трещинах и блоках, 

и , не фигурируют в этой модели, так как они просто равны исходным функ-

циям капиллярного давления, взятым от средних насыщенностей, с точностью :

(2.12)

Макроскопическая модель процесса имеет вид следующей системы уравнений для
средних давлений и насыщенностей в блоках и трещинах:
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где  – объемная доля блока.
Эффективная проницаемость определена как:

(2.16)

а ячеечные функции  – решения первой задачи на ячейке (на трещине), для
:
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Времена запаздывания между блоками и трещинами, вызванные сжимаемостью
фаз, и времена запаздывания, вызванные капиллярностью и совместным действием
капиллярности и сжимаемости, определены как:
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а функция  – решение второй ячеечной задачи (на блоке):
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Параметры массообмена  определены следующим образом:

Модель (2.13)–(2.15) является формальным асимптотическим разложением исход-
ной задачи, сохраняющим члены порядка . Порядок отброшенных членов, та-
ким образом, .

3. Вывод осредненной модели

3.1. Первый шаг осреднения – разложение на трещине. Пусть  в ,
,  непрерывна и периодична по . Тогда из интегрального тождества (2.8) для

отрицательных степеней  получим:

(3.1)

Из системы (3.1) вытекает:

где  – единичный нормальный вектор к границе Г, направленный от
трещины к блоку.

С учетом разложений (2.7) и того факта, что  не зависит от y, это эквивалентно
двум задачам в классической формулировке:

(3.2)

Это дает следующее представление для  и  через  и :

где  и  – некоторые медленные функции, которые не войдут в осред-
ненную модель. Для функций  получаем первую задачу на ячейке (2.17). Послед-
нее условие в ней добавляется для единственности решения.
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3.2. Второй шаг – осредненное уравнение на трещинах. Пусть  в  и .
Тогда интегральное тождество (2.8) дает:

Или с учетом задачи (3.2):

Вводя средние давления и насыщенности (2.9), получим:

где эффективная проницаемость есть (2.16). Это дает первое осредненное уравнение
системы (2.9) в почти законченном виде:

(3.3)

3.3. Третий шаг – разложение на блоках. Пусть функция  – непрерывная
функция обоих аргументов, действующая в пространстве , , такая, что

выполняется условие  в . Тогда для членов нулевого порядка интегральное
тождество (2.8) дает:

Интеграл по границе блока  равен нулю, так как функции  равны нулю на тре-
щине и непрерывны.

Члены нулевого порядка дают:

что определяет следующее выражение для  с учетом (2.6):

(3.4)

где  – решение второй задачи на ячейке (2.21). Граничное условие в (2.21) вытека-
ет из условия непрерывности фазовых давлений (2.6).
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3.4. Четвертый шаг – осредненное уравнение на блоках. Соотношение (3.4) дает воз-

можность получить явное соотношение между функциями  и . В самом деле, бе-

ря среднее от (3.4) по  (и учитывая, что в правой части (3.4) только функция 
зависит от ), умножая на  и прибавляя , получим:

Учитывая определение средних давлений и насыщенностей (2.9), получим:

(3.5)

что совпадает с уравнением (2.14). Характерные времена запаздывания  определе-
ны выражением (2.18).

В структуре времен запаздывания было учтено соотношение

В результате чего получаем:

и т.п. для других членов.
Вместо двух уравнений (3.5) для фазовых давлений удобнее заменить одно из них

уравнением для капиллярного давления. Вычитая одно уравнение (3.5) из другого, по-
лучаем уравнение связи средних капиллярных давлений в блоках и трещинах:

(3.6)

что сводится к уравнению (2.15), если связать средние капиллярные давления  и

 с исходными заданными кривыми капиллярного давления  и , то есть

получить соотношения (2.12). Используя разложения выражений для 

и  в ряд Тейлора, учитывая выражения (2.10), приходим к соотношениям
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Поскольку все функции справа не зависят от , получаем:

что подтверждает соотношения (2.12). Найденные соотношения дают возможность за-
писать формулу (3.6) через исходные заданные функции капиллярного давления:
(2.15).

Для выражений в правой части макроскопических уравнений (3.3) можно получить
явное выражение через разницу давлений, используя уравнение (2.14):

что дает окончательную форму осредненных уравнений (2.13).
4. Физический анализ модели. Уравнения (2.13) описывают поведение насыщенно-

сти и давления в трещинах с обменными членами справа, пропорциональными
разнице фазовых давлений. Соотношения (2.14), (2.15) представляют собой систему

двух обыкновенных дифференциальных уравнений для насыщенности  и давления

 в блоках (при известных насыщенности и давлении в трещинах).
4.1. Частный случай однофазной сжимаемой системы. В однофазном случае система
(2.13)–(2.15) принимает вид хорошо известной модели двойной пористости [2, 3]:

(4.1)

(4.2)

где , ,  – динамическая вязкость жидкости.

4.2. Частный случай несжимаемой двухфазной системы. В случае, когда фазы несжимае-
мы, система (2.13)–(2.15) принимает вид:

(4.3)

(4.4)

(4.5)

где отношения  и  не зависят от коэффициентов сжимаемости. В самом де-

ле, согласно соотношениям (2.18), (2.19) получаем:

Как видно, из двух уравнений (4.4), (4.5) дифференциальным оказывается только
второе (относительно насыщенности на блоках). Первое – алгебраическое уравнение
для давления на блоках. Это означает, что запаздывание в системе вызывается только
капиллярностью, а именно, сильным различием в капиллярных эффектах на блоках и
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трещинах. Разница в фазовых давлениях в этом случае также существует, но лишь как
следствие связи фазовых давлений с капиллярным давлением.

Эта модель совпадает с моделью [3, 8] для несжимаемого течения в недеформируе-
мой среде.
4.3. Капиллярное запаздывание и запаздывание, вызванное сжимаемостью. Сравнение со
случаем несжимаемых флюидов (4.2) и однофазного течения (4.1) позволяет лучше
понять суть полученной модели (2.13)–(2.15) и роль сжимаемости в двухфазной системе.

Неравновесное поведение системы (2.13)–(2.15) определяется подсистемой двух

ОДУ (2.14), (2.15) для насыщенности  и давления  в блоках. Связь решения на
блоках и трещинах через дифференциальные уравнения по времени указывает на не-
равновесный характер процесса на макроуровне. Что при этом происходит на микро-
уровне, какие конкретно процессы вызывают эту неравновесность? Прежде всего, вы-
делим два основных механизма:

– Неравновесное капиллярное перераспределение фаз на макромасштабе, вызванное
тем, что средняя насыщенность в блоках меняется медленнее, чем в трещинах, что на-
рушает равенство средних капиллярных давлений (условие капиллярного равнове-
сия). В итоге, возникает разница средних капиллярных давлений, которая зависит от
скорости изменения насыщенности в блоке. В уравнении (2.15) этот процесс описы-

вается первым слагаемым в правой части:  = . Разница в капиллярных

давлениях автоматически вызывает и разницу в фазовых давлениях, которая описыва-

ется первым слагаемым в правой части уравнения (2.14):  = .

В сильно контрастной среде такой процесс привел бы к долговременной памяти. В
рассматриваемом же случае умеренного контраста времена запаздывания малы. Этот
процесс не зависит от сжимаемости фаз и пород, и выражение для разницы давлений
совпадает с формулами (4.4), (4.5), полученными для несжимаемых фаз.

– Релаксация волн давления в сжимаемой среде, вызванная тем, что возмущение дав-
ления в низкопроницаемых блоках распространяется много медленнее, чем в трещи-
нах. Возникает разница средних давлений, которая описывается вторым слагаемым в

правой части уравнения (2.14):  = . Тогда процесс релаксации не

зависит от двухфазности системы, а его уравнение совпадает с уравнением (4.1) для
однофазной системы.

Механизмы неравновесности, связанные с перекрестными эффектами наложения
сжимаемости и капиллярности, можно описать следующим образом.

– Перераспределение фаз из-за асимметричного отжима (выдавливания). Сжимае-
мость приводит к расширению жидкостей и компакции пор под весом вышележащих
пород (если давление падает), что ведет к «выдавливанию» обеих фаз из пор. В геонау-
ках такой эффект называют «отжимом» жидкости из пор. Этот эффект похож на пери-
стальтику, когда жидкость в канале выдавливается из него за счет резкого сжатия ка-
нала. Если такое выдавливание происходит симметрично для обеих фаз, то они отжи-
маются как единое целое, что не меняет их насыщенность. В случае же
асимметричного отжима происходит перераспределение фаз в порах, что влияет на
насыщенность. В блоках это движение, вызванное отжимом, запаздывает, что вносит
дополнительную неравновесность в поведение насыщенности. Возникает дополни-
тельная разница в капиллярных давлениях, которая описывается третьим членом в (2.15):
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 =  – . Как видно, этот эффект действительно отсутствует при

симметричном отжиме фаз, то есть когда  = .
– Перераспределение фаз из-за нелинейного отжима, вызванное наложением капил-

лярности и сжимаемости, при учете нелинейности капиллярных явлений. Этот эф-

фект описывается вторым слагаемым в правой части уравнения (2.15):  =

= .

5. Подход к описанию сильно сжимаемых пористых сред. Полученные результаты от-
носятся к слабосжимаемой пористой среде, так что коэффициенты сжимаемости пор
входят в структуру исходных уравнений, но пористость и проницаемость в них счита-
ются от давления зависящими очень слабо. Насколько можно снять это условие сла-
бой сжимаемости? Допустим, что среда может сжиматься сильно, и, что при этом не
меняются фазовые проницаемости и кривые капиллярного давления блоков и тре-
щин. Тогда есть все основания полагать, что сильная сжимаемость среды не повлияет
на структуру асимптотических разложений в первых его членах, а значит, полученные
макроскопические уравнения (2.13)–(2.15) формально не изменятся. Однако, тогда

исходные пористости и , а также проницаемости  и  зависят от давления.
В результате тензор эффективной проницаемости (2.16), (2.17) также зависит от давле-

ния через проницаемость трещин . Времена запаздывания (2.13) тоже будут зави-

сеть от давления через пористость блоков  и проницаемость блоков , которая
входит в ячеечную задачу (2.21). Более того, поскольку давления в воде и нефти раз-

ные, то проницаемости  и  и пористость  ведут себя по-разному в порах, за-
нятых водой и нефтью. Это можно учесть, если считать их зависящими от давлений,
осредненных по фазам:

(5.1)

Таким образом, возникает ситуация, в которой ячеечные задачи (2.17) и (2.21) зави-

сят от макроскопических переменных , , , , , , что является типич-
ным случаем не полностью осредненной модели. И хотя ее можно использовать для
качественного анализа процесса, но для численных расчетов она не проще, чем исход-
ная неосредненная система уравнений.

Ситуация изменяется, если ячеечные задачи можно решить аналитически. Тогда
макроскопические давления и насыщенности появятся в структуре эффективной про-
ницаемости и времен релаксации в явном виде. Это можно сделать для простой гео-

метрии блоков . Например, для сферических блоков радиуса , ячеечная задача (2.21)
имеет точное аналитическое решение, а ячеечная задача (2.17) имеет приближенное
решение, полученное методом потенциальных течений [3]:

где , а  – размерная длина одного периода неоднородности среды. Тогда

можно получить:
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(5.2)

Эти соотношения должны быть дополнены законом сжимаемости, записанным от-

носительно проницаемостей  и , например, экспоненциальным законом типа (1.1):

(5.3)

где  и  коэффициенты сжимаемости по проницаемости, давления  и  опре-
делены в (5.1), а верхним индексом “ноль” обозначена некая характерная величина.

Теперь модель (2.13)–(2.15) с соотношениями (5.2), (5.3) и (5.1) полностью осредне-
на, но существенно нелинейна по давлению.

В частности, для однофазного случая получаем замкнутую нелинейную систему те-
чения (сильно-) сжимаемой жидкости в (сильно-) сжимаемой среде:

(5.4)

(5.5)

где , , , , ,  – константы, а зависимости , , , 
описываются соотношениями типа (5.3).

Заключение. Построенная осредненная модель (2.13)–(2.15) представляет теорети-
ческий интерес. Во-первых, она полностью осреднена и в ней отсутствуют микроско-
пические переменные, а задачи ячейки (2.17), (2.21) не содержат макроскопических
переменных, поэтому решаются только один раз.

Во-вторых, модель предсказывает и описывает несколько механизмов запаздыва-
ния, часть из которых нетривиальна. Интуитивно можно было бы ожидать, что введе-
ние сжимаемости в двухфазную систему приведет к двойному запаздыванию: капил-
лярному (свойственному для несжимаемых двухфазных течений) и депрессионному
(свойственному однофазным сжимаемым течениям). Кроме этого, показано, что воз-
никают дополнительные перекрестные механизмы перераспределения фаз, вызван-
ные отжимом фаз и нелинейным отжимом, которые, в свою очередь, нетривиально
зависят от асимметрии или симметрии процесса сжимаемости по отношению к двум
фазам.

Практическое значение полученная модель имеет в случаях сильно нестационар-
ных процессов, когда сжимаемость играет существенную роль в распространении воз-
мущения. Различные эффекты памяти особенно сильно проявляются в процессах с
переменным направлением эволюции. Например, процессы в подземных хранилищах
газа, в которых закачка газа в водоносный пласт чередуется с его отбором. Накопле-
ние истории осцилляций давления и насыщенности в таких процессах может приве-
сти к сильному запаздыванию и полному расхождению в качественном поведении
процесса по сравнению с процессом без памяти.

Выше был рассмотрен только случай экспоненциального закона сжимаемости, ко-
торый применим для жидкостей и твердых тел, но не для газов. Поэтому примени-

( )θ − θϕ = ≈
π + θ

2/32 3 1, 2
4 215

l K
K

^

} }
K

K^ K }

β − β −= =
� �

0 0,0 ( ) ,0 ( ), ,K KP PK K e K K e
} } ^ ^

} } ^ ^P P

β�K
^ β�K

^ ^
3

}
3

( )− θ φ ∂ − ∂ ∂ = ξ −β 1 ( ) ( ( ) ) ( )( )t xi xi
^ ^ ^ ^ ^ ^ } } ^

3 3 3 3 3 3 3K

∂− = −τ
∂

comp( )
t

}
} ^ } 3

3 3 3

( )πθ
− θξ = ≈
+ θε

2/3
1/3

2

415
13 ( ), 2 ( )
2

K K
l

K
} } ^ ^

3 3

( ) φε θτ = μ
π

2/3
comp 2 ( )3β ,

15 4 ( )
l

K

} }
}

} }

3

3

β^ β} θ μ l ε φ ( )} }
3 φ ( )^ ^

3 ( )K } }
3 ( )K^ ^

3



61МАКРОСКОПИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДВУХФАЗНОГО ТЕЧЕНИЯ
мость данной модели для системы газ-жидкость возможна только для случая сильно
сжатого газа при больших давлениях, свойства которого близки к жидкости.

Работа выполнена при поддержке комитета Науки министерства образования и на-
уки Республики Казахстан: грант № AP05132680.
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Macroscopic Model of Two-phase Flow of Compressible Fluids
in Double-porosity Media
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For a two-phase f low of compressible liquids in a compressible porous medium with double
porosity, a macroscopic model is obtained, on the basis of which a qualitative analysis of the
mechanisms of occurrence of various types of memory (delay) is performed. The two main
mechanisms are non-instantaneous capillary phase redistribution and non-instantaneous
pressure relaxation. In addition to them, cross effects of memory arise, caused by asymmet-
ric squeezing of liquids from pores due to phase expansion and pore compaction, as well as
nonlinear overlap of compressibility and capillarity (nonlinear squeezing). To construct the
model, the asymptotic method of two-scale homogenization in the variational formulation
is applied. Complete homogenization has been realized thanks to the separation of nonlocal-
ity and nonlinearity into different levels of asymptotic expansion. All characteristic delay
times are explicitly defined as functions of saturation and pressure.

Keywords: double porosity, homogenization, two-phase f low, compressible f luid, nonlocali-
ty, memory, delay, disequilibrium
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