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Рассмотрена задача о движении твердого тела с неподвижной точкой под действием
потенциальных сил. Получены условия существования трех инвариантных соотно-
шений уравнений движения. Найдены зависимости от времени основных перемен-
ных задачи. Исследовано движение эллипсоида инерции тела в неподвижном про-
странстве. Установлен некоторый аналог результата Пуансо в истолковании реше-
ния Эйлера – в статье движение тела представлено как качение без скольжения
эллипсоида инерции по касательной к нему плоскости в неподвижном простран-
стве.
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Введение. Исследование движения твердого тела, как правило, заключается в ком-
плексном подходе, который состоит в получении аналитического решения уравнений
движения и последующего истолкования движения с помощью различных геометри-
ческих методов. Известно, что в общем случае уравнения движения тела под действи-
ем потенциальных и гироскопических сил не интегрируемы в квадратурах по Якоби
(уравнений Эйлера–Пуассона [1–3] и уравнений Кирхгофа–Пуассона [4, 5]). Первые
дополнительные интегралы уравнений динамики твердого тела получены при опреде-
ленных ограничениях на параметры распределения масс (см. обзоры [6–9]).

Изучение свойств движения тела относится к заключительному этапу в исследова-
нии решений уравнений динамики. Классический результат Л. Пуансо [10] в истолко-
вании движения тела в случае Эйлера [11] изложен в монографиях Э. Рауса [12],
Г.К. Суслова [6], К. Магнуса [13], А.В. Борисова и И.С. Мамаева [8] и других авторов.
В силу важности изучения движения свободного твердого тела в приведенных моно-
графиях подробно рассмотрены и результаты И. Мак-Куллага, Ж. Сильвестра, Г. Дар-
бу, Н.Б. Делоне, Ж. Кенига. В качестве обзорных работ по исследованию других реше-
ний уравнений Эйлера–Пуассона наравне с приведенными выше можно отметить
публикации А.О. Домогарова [14], П.В. Харламова [15]. Значение геометрического
анализа свойств движения тела с неподвижной точкой высоко оценивал Н.Е. Жуков-
ский [16]. Он предлагал и свой метод истолкования движения тела, который основан
на свойствах вектора кинематического момента, а работа [17] по истолкованию дви-
жения гироскопа Гесса занимает особое место в динамике твердого тела.
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Теорема Л. Пуансо о представлении движения тела с помощью качения без сколь-
жения подвижного аксоида вектора угловой скорости по неподвижному аксоиду наи-
большее применение получила после того, как П.В. Харламов [18] вывел новые урав-
нения неподвижного годографа. Хотя формально уравнения неподвижного годографа
можно найти, используя углы Эйлера, но процедура получения уравнений неподвиж-
ного годографа при таком подходе приводит к значительным трудностям в нахожде-
нии вспомогательных переменных, которые в прямом методе Пуансо не используют-
ся. Благодаря применению уравнений П.В. Харламова [18] к настоящему времени
практически во всех решениях уравнений динамики установлено истолкование дви-
жения тела прямым методом Пуансо (см. монографии П.В. Харламова [15], И.Н. Га-
шененко, Г.В. Горра, А.М. Ковалева [19], Г.В. Горра, А.М. Ковалева [20]).

После того, как была накоплена информация о геометрических свойствах движе-
ния тела с помощью различных методов, актуальной стала задача о комплексном под-
ходе в истолковании движения твердого тела с неподвижной точкой. Для его получе-
ния автор данной статьи предложил модифицированный метод Пуансо [21], основанный
на введении вектора, который коллинеарен вектору угловой скорости. Он позволяет
представлять не только движение тела с помощью качения без скольжения подвижно-
го аксоида этого вектора по неподвижному аксоиду, но и, в зависимости от целей ис-
следования, выбирать в качестве подвижного годографа или неподвижного годографа
плоские направляющие линии. Данный подход, как показано [21–24], приносит но-
вую информацию о движении тела, упрощая в ряде случаев истолкование движения
тела. Кроме этого, данный подход позволяет исследовать движение различных гео-
метрических объектов, связанных с телом, в неподвижном пространстве. Например, с
его помощью можно получить свойства движения сферы, эллипсоида инерции и дру-
гих поверхностей в неподвижном пространстве. То есть в этом варианте модифициро-
ванного метода имеет место обобщение подхода Э. Рауса [13], который он использо-
вал при рассмотрении сфероконических и эллипсоидоконических сечений в решении
Эйлера. Однако его исследования были основаны на достаточно сложных приемах
сферической тригонометрии. Определенное преимущество комплексного подхода по
сравнению с методом Пуансо связано, прежде всего, со структурой решения уравне-
ний движения тела. Данная статья посвящена исследованию движения эллипсоида
инерции тела в решении [25], уравнений движения тела под действием потенциаль-
ных сил. Это решение получено на основании применения метода инвариантных со-
отношений [26, 27], особенности которого изучены ранее [28], и метода изучения об-
ратных задач динамики твердого тела [29]. Показано, что движение тела можно пред-
ставить качением без скольжения эллипсоида инерции по касательной плоскости,
которая неподвижна в пространстве. Таким образом, установлен аналог результата
Пуансо, полученного им в истолковании решения Эйлера.

1. Постановка задачи. Вид решения. Рассмотрим уравнения движения твердого тела,
имеющего неподвижную точку, в потенциальном поле сил [6, 30, 31]:
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Уравнения (1.1)–(1.4) при заданной силовой функции  допускают пер-
вые интегралы

(1.5)

(1.6)

где  и  – произвольные постоянные, и введены обозначения:  ( ) – компо-
ненты угловой скорости ;  ( ) – компоненты единичного вектора  оси сим-
метрии силового поля;  ( ) – главные моменты инерции тела; точка над пере-
менными обозначает относительную производную по времени .

Условия существования дополнительных первых интегралов уравнений (1.1)–(1.4)
изучали Д.Н. Горячев [30], Х.М. Яхья [32, 33]. Обзор результатов, полученных в этой
задаче, подробно изучен в монографии А.В. Борисова и И.С. Мамаева [8], в которой
отмечены статьи И.В. Комарова и В.Б. Кузнецова [34, 35], имеющие большое значе-
ние для квантовой механики.

Ранее [25] автором рассмотрены условия существования у системы (1.1)–(1.4) трех
инвариантных соотношений

(1.7)

где , , ,  – постоянные параметры, . С помощью метода решения обрат-
ных задач динамики твердого тела [29] силовая функция уравнений (1.1)–(1.3), (1.6)
строится на основании соотношения (1.6):

(1.8)

где  ( ) определяются равенствами (1.7).
Рассмотрим одно из решений [25]. Оно характеризуется следующими условиями на

моменты инерции, постоянную  и параметры , , , :
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где  удовлетворяет интегральному равенству

(1.13)

В соотношениях (1.11)–(1.13) через  обозначена постоянная

(1.14)

а переменная  изменяется на отрезке

(1.15)

Очевидно, что  из (1.14) удовлетворяет условию , при котором решение (1.11)–

(1.13) на отрезке (1.15) является действительным (значение  исключается из
рассмотрения). В дальнейшем полагаем , , что не ограничивает общности
задачи истолкования движения.

Отметим, что интерес в исследовании инвариантных соотношений (1.7) (ИС) со-
стоит в том, что уравнения (1.4) на ИС (1.7)

(1.16)

кроме интеграла  допускают ИС

(1.17)

что позволило на основании геометрического интеграла и ИС (1.17) получить зависи-
мости (1.12).

Приведем вид силовой функции (1.8) на ИС (1.7) при выполнении условий (1.9),
(1.10):
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В силу результатов [28] следует, что в выражении для силовой функции из (1.18) нельзя
использовать равенство (1.17).

2. Истолкование движения тела в решении (1.11)–(1.13) прямым методом Пуансо. Рас-
смотрим интеграл (1.13). Пусть , тогда ИС (1.7) принимают вид

(2.1)

В случае (2.1) силовая функция (1.18) имеет квадратичный порядок. То есть уравне-
ния (1.1)–(1.3) описывают движение твердого тела под действием центральных нью-
тоновских сил. Условие (1.9) при  таково
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Линейные ИС для уравнений движения исследовались многими авторами (см., на-
пример, [9]). Однако случай (2.2) ими отдельно не рассматривался.

Положим в (1.13) . Сделаем замену . Тогда, учитывая, что

(2.3)

получим

(2.4)

Запишем равенства (1.12), (2.1) при :
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Изоконические движения в динамике тяжелого твердого тела имеют место в реше-
ниях Ж. Лагранжа [37], Д. Гриоли [38], В.А. Стеклова [39]. Например, изоконические
движения в решении В.А. Стеклова рассмотрены Р. Фаббри [40, 41], Е.И. Харламовой
и Г.В. Мозалевской [42]. В полях сложной структуры они изучены в [43, 44].

Выполним в решении (1.11) замену переменных: вместо , ,  введем перемен-
ные

(2.9)

Замена (2.9) означает поворот подвижной системы координат вокруг третьей коорди-
натной оси. Подставим , ,  из (1.11) в равенства (2.9). Тогда получим

(2.10)

Из соотношений (2.8) и (2.10) следует

что доказывает свойство изоконичности движения тела в исследуемом решении.
3. Применение модифицированного метода Пуансо в истолковании движения тела. Для

исследования движения эллипсоида инерции в неподвижном пространстве необходи-
мо получить матрицу перехода от подвижного базиса к неподвижному базису. Введем
углы Эйлера , , , используя равенства

(3.1)

Обозначим единичные векторы подвижной системы координат через , , , а непо-

движной системы координат – через . Из (3.1) следуют очевидные равен-
ства

(3.2)

Поскольку полярный угол неподвижного годографа можно определить из соотноше-
ний (2.8)

(3.3)

то вместо третьей формулы из (3.2) целесообразно использовать формулу [21]

(3.4)

На основании равенств (1.11) и (1.12), а также (3.3) и (3.4) получим

(3.5)

Запишем первые два соотношения из (3.2), принимая  за вспомогательную переменную:

(3.6)
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Применим к исследованию решения (1.11)–(1.13) модифицированный метод [21].
Пусть , где

(3.8)

Функция (3.8) определена на отрезке (1.15), исключая точку . Тогда из (1.11),
(1.12), (2.8) и (3.8) имеем

(3.9)

, (3.10)

где

(3.11)

(3.12)

Подвижный и неподвижный годографы (3.9) и (3.10) – конгруэнтные плоские кри-
вые; в алгебраической форме в силу (3.11) и (3.12) их координаты определяются урав-
нениями

(3.13)

Таким образом, применение модифицированного метода [21] позволяет представить
движение тела качением без скольжения двух конусов (3.13). В силу структуры (3.13)
данный подход имеет несомненные преимущества перед прямым методом Пуансо,
так как уравнения подвижного и неподвижного годографов (2.7) и (2.8) содержат одно
алгебраическое уравнение, степень которого зависит от параметра . Это обстоятель-
ство существенно скажется на построении годографов. В отличие от этого свойства,
годографы (3.13) векторов (3.9) и (3.10) для любых  являются плоскими кривыми
(уравнение плоскости не зависит от ) и только радиусы окружностей зависят от .

Рассмотрим движение эллипсоида инерции в решении (1.11)–(1.13). Данная задача
решается следующим образом. Рассмотрим уравнение эллипсоида инерции тела, ис-
пользуя равенства из (1.9):

(3.14)

где , ,  – координаты точек эллипсоида (3.14),  – постоянная. Непосредствен-
ной подстановкой значений  ( ) из (3.11) в уравнение (3.14) убеждаемся в том,

что конец подвижного годографа вектора  из (3.9) принадлежит поверхности (3.14)

при . То есть при обкатывании поверхностей с направляющими , 
получим движение эллипсоида инерции. Остается выяснить свойство расположения
эллипсоида инерции в неподвижном пространстве. Покажем, что эллипсоид инерции

тела на кривой (3.11) касается неподвижной плоскости .
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Рис. 1
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Запишем уравнение (3.14) в переменных  ( ):

(3.15)
Запишем матрицу перехода от подвижной системы координат к неподвижной си-
стеме [13]:

(3.16)

где в силу (3.5)–(3.7) получаем

(3.17)

Вычислим градиент поверхности (3.15) на кривой :

(3.18)

Используя равенства (3.16)–(3.18), вычислим значение вектора (3.18) в неподвижной
системе координат:

(3.19)

Равенство (3.19) показывает, что при движении эллипсоида инерции в неподвижном

пространстве он катается по плоскости  по кривым (3.9), (3.10). Эскиз дви-
жения эллипсоида показан на рис. 1. Поскольку при  , а точка  ис-
ключена из рассмотрения, то по непрерывности можно сделать заключение, что при

 эллипсоид инерции в неподвижном пространстве стремится к состоянию покоя.
Заключение. Исследовано движение эллипсоида инерции тела в одном решении за-

дачи о движении тела под действием потенциальных сил. Установлен определенный
аналог истолкования Пуансо в решении Эйлера: движение тела представлено качени-
ем без скольжения эллипсоида инерции тела по неподвижной в пространстве плоско-
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сти, которая является касательной плоскостью к эллипсоиду инерции. Доказано, что
данное касание происходит на кривой неподвижного годографа вспомогательного
вектора, коллинеарного вектору угловой скорости. На основе модифицированного
метода Пуансо, предложенного автором данной статьи [21], движение тела можно
представить посредством качения подвижного годографа вспомогательного вектора
по неподвижному годографу этого вектора. Преимущество данного результата, по
сравнению с результатом истолкования прямым методом, состоит в том, что направ-
ляющие линии соответствующих аксоидов являются окружностями одинакового ра-
диуса, что означает свойство изоконичности движения тела.

Автору статьи известен только один аналогичный случай, установленный И.Н. Гаше-
ненко [45], в случае А. Брессана [46] для решения В. Гесса [47]. Однако, для этого вари-
анта представления движения с помощью качения эллипсоида инерции по плоскости
не выполняется свойство изоконичности движения гироскопа Гесса, так как кривая, по
которой происходит качение эллипсоида, является трансцендентной кривой.

Статья посвящается памяти моего учителя Павла Васильевича Харламова.
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On One Analogue of Poinsot Interpretation of Euler Solution
in the Problem of Rigid Body Motion in the Potential Force Field
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The subject of investigation is the problem on motion of a rigid body with a fixed point un-
der the action of potential forces. Existence conditions for three invariant relations of the
equations of motion are obtained. Dependences of basic variables on time are found. Mo-
tion of the ellipsoid of inertia of the body is studied in the immovable space. A certain ana-
logue of Poinsot interpretation of Euler solution is established, namely, the motion of the
body is represented by the ellipsoid of inertia rolling without slip along a plane, fixed in the
immovable space.
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