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В рамках континуальной модели гранулированного материала с независимыми век-
торами перемещений и поворота (линейная, анизотропная редуцированная среда
Коссера) проанализированы поверхности сильного разрыва в материале. Показано,
что сильные разрывы вектора поворота невозможны. Получены условия на поверх-
ности разрыва для вектора перемещений, выявлено, что только два векторных усло-
вия являются существенными. Доказано, что решение динамической задачи в среде
с сильными разрывами единственно.
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С активным внедрением в современную технику новых конструкционных материа-
лов интенсивно развиваются неклассические модели сплошных сред. Математиче-
ская модель редуцированной среды Коссера учитывает микроструктуру материала и
предназначена для описания гранулированных, сыпучих материалов. Отличие данной
модели от классической теории упругости состоит в том, что она учитывает размер ча-
стиц среды, микроструктуру материала, и вектор поворота является независимым от
вектора перемещений. При этом, в отличии от классического континуума Коссера [1–4],
в такой модели не возникает моментных напряжений. Впервые такая модель была
предложена в 1984 году [5] для описания океанических отложений, которая затем де-
тально изучалась [6–10].

Для построения математической модели материала недостаточно рассмотрения
только гладких, т.е. непрерывных и нужное число раз дифференцируемых решений
уравнений механики. Рано или поздно исследователям приходится сталкиваться с
разрывами в свойствах среды, в первую очередь, с ударными волнами. Поэтому мате-
матические модели материала должны включать в себя разрывные решения диффе-
ренциальных уравнений. Разрывы изучались в классическом континууме Коссера [11,
12], но, как показывают исследования [8, 9], в редуцированной среде Коссера возни-
кают эффекты, которых не наблюдается для классического континуума, например,
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запрещенные зоны распространения волн, поэтому не следует считать редуцирован-
ную среду Коссера упрощением классического континуума – для нее необходимо по-
лучать все уравнения отдельно. Изучены условия совместности решений на поверхно-
сти разрыва в нелинейной редуцированной среде Коссера [13]. В настоящей работе
приводятся результаты анализа кинематических и динамических условий совместно-
сти на поверхности сильного разрыва в редуцированном континууме Коссера для ли-
нейно-упругой среды с произвольной анизотропией. Под сильным разрывом в работе
понимается случай, в котором некоторые первые производные от искомых функций
могут быть разрывны на конечном числе гладких поверхностей. Не уменьшая общно-
сти, будем рассматривать только одну такую поверхность.

В модели редуцированной среды Коссера тензор напряжений τ несимметричен и
может быть представлен как:

(1)

где  – симметричная часть тензора напряжений,  – вектор, соответствующий анти-
симметричной части тензора ,  – единичный тензор второго ранга, “ ” – знак век-
торного умножения. Уравнения, описывающие процессы в анизотропной линейной
среде, можно представить в форме [14]:

(2)

(3)

(4)

Здесь  – объемная плотность;  – объемная плотность тензора инерции;  – вектор
перемещений;  – вектор поворота;  – объемная силовая нагрузка;  – тензор ли-
нейных деформаций,  – вектор деформаций сдвига; ,  – тензоры упругих модулей
четвертого и второго ранга соответственно; точкой обозначена частная производная
по времени. В уравнениях (2)–(4) использованы стандартные обозначения прямого
тензорного исчисления [15].

Пусть деформируемое тело занимает объем , ограниченный поверхностью .
Движущаяся поверхность , заданная уравнением

(5)

разделяет объем  на две части  и , так что в любой момент времени
. В дальнейшем предполагаем, что функция  непрерывно дифференци-

руема в объеме  и что поверхность (5) не имеет особых точек, т.е.  во всех
точках  в любой момент времени t. В таком случае в точках поверхности  определен

единичный вектор нормали . Считаем, что  – обозначение той части

объема , в которую направлен вектор . Как известно [16, 17], скорость  движения

поверхности  в направлении нормали  определяется формулой . В силу

сделанных предположений о функции , скорость  непрерывна в объеме .
В дальнейшем будем считать, что инерционные и упругие характеристики редуци-

рованной среды Коссера непрерывны в . Квадратными скобками в формулах будет
обозначен скачок функций на поверхности : , где  – некоторая
функция, имеющая конечные пределы при приближении к поверхности  по точкам

объема :  и по точкам объема : . Тогда условия непрерывности при переходе
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через поверхность  для скорости , инерционных и упругих характеристик могут
быть записаны в виде:

(6)

Будем называть поверхность  поверхностью разрыва, если [16, 17]: векторы , 
непрерывны при переходе через поверхность, а некоторые производные первого по-
рядка этих векторов имеют разрыв на этой поверхности.

Разрывы в первых производных не могут быть произвольными. Они должны быть
связаны некоторыми соотношениями, которые называются кинематическими и ди-
намическими условиями совместности.

Кинематические условия совместности, связывающие производные первого по-
рядка функции , есть условия, следующие из непрерывности самой функции , и
имеют вид [16, 17]:

(7)

Аналогично, для первых производных вектора :

(8)

Динамические условия совместности, есть следствия основных законов механики.
Они были получены [13] для общей нелинейной постановки – физически и геометри-
чески нелинейной редуцированной среды Коссера. Запишем эти соотношения в ли-
неаризованном виде:

баланс массы:

(9)

баланс импульса:

(10)

баланс кинетического момента:

(11)

баланс энергии:

(12)

где  – объемная плотность кинетической энергии, Π =

=  – объемная плотность энергии деформации.

Рассмотрим некоторые следствия из условий совместности (7)–(12). Отметим,
прежде всего, что выражение (9) есть тривиальное следствие из условий непрерывно-
сти (6) и не имеет самостоятельного значения. Также вследствие условий непрерыв-
ности (6) из выражения (11) следует, что , но тогда из кинематических условий
совместности (8) получаем . Таким образом, из кинематических и динамиче-
ских условий совместности вытекает, что все частные производные вектора  непре-
рывны при переходе через поверхность разрыва. Другими словами доказан следую-
щий факт: в линейной редуцированной среде Коссера непрерывность вектора пово-
рота  влечет непрерывность всех первых частных производных вектора , т.е.
разрывы вектора  не возможны.

Докажем, что условие баланса энергии (12) также не имеет самостоятельного значе-
ния, а является следствием кинематических условий совместности (7) и динамиче-
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ских условий совместности (10), (11). Предварительно преобразуем условие (7), доба-
вив непрерывное слагаемое , и введем для удобства обозначения , , :

Введенные величины непрерывны при переходе через поверхность :

(13)

Докажем равенство

(14)

Имеем

(15)

(16)

При вычислении последнего слагаемого в выражении (16), используем следствия
определений (1) и первого уравнения (3), обращение в нуль свертки симметричного и
кососимметричного тензоров, обращение в нуль свертки симметричного и кососим-
метричного тензоров, а также тождество , справедливое для

любых векторов  и . В результате, получим . Теперь выраже-
ние (16) принимает вид

(17)

Складывая формулы (15) и (17) и деля на 2, получаем равенство (14).
Докажем, что левая часть равенства (14) непрерывна при переходе через поверх-

ность . Из условий (13), а также доказанной непрерывности  следует, что

(18)
В правой части выражения (18) первое слагаемое – второе равенство в (13) – равно ну-
лю. Для преобразования последнего слагаемого в (18) распишем, равное нулю, соглас-
но (13), выражение

Из последней формулы выразим слагаемое  и подставим в уравнение (18). По-
лучим

(19)

В силу симметрии и непрерывности тензоров упругости  и  имеем

,

откуда следует, что правая часть выражения (19) равна нулю.
Итак, доказано, что левая часть (а тем самым и правая) равенства (14) непрерывна

при переходе через поверхность , а, следовательно, условие баланса энергии (12) яв-
ляется следствием кинематических (7) и динамических (10), (11) условий совмест-
ности.
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В итоге, получаем следующие существенные условия совместности на поверхности
разрыва

(20)

Далее докажем, что решение динамической задачи с разрывами единственно. Ре-
шением задачи в среде с разрывами будем называть функции , , которые

а) непрерывны в объеме ;

б) в каждой подобласти  и  дважды непрерывно дифференцируемы;

в) в каждой из подобластей  и  удовлетворяют уравнениям движения, а также
граничным , ,  и начальным ,

, ,  условиям линейной редуцирован-
ной среды Коссера [14].

Здесь  – заданная поверхностная нагрузка, , , ,  – заданные начальные
значения перемещений, поворотов и их скоростей.

г) первая производная функции  имеет конечные пределы при стремлении к по-

верхности , разделяющей области  и , изнутри соответствующих областей;
д) первая производная функций  на поверхности  удовлетворяет кинематиче-

ским и динамическим условиям совместности (20);
е) функция  непрерывна вместе со своими первыми производными в объеме .
Докажем, что если решение с разрывами существует, то оно единственно.
Допустим, что существуют два решения: ,  и , . Обозначим их разности

, . Векторы ,  удовлетворяют однородным уравнениям дви-
жения, однородным граничным и начальным условиям. Кинематические и динамиче-
ские условия совместности линейны по функциям  и поэтому для разности  оста-
ются справедливыми. Докажем, что в любой момент времени ,  в области .

Из уравнения баланса энергии для каждого решения следует формула [13]

(21)

Из уравнений (2)–(4) и симметрии тензоров , ,  несложно доказать, что для раз-
ности решений справедлива следующая формула

(22)

где .
Далее воспользуемся теоремой переноса [18]. Пусть  – некоторая функция,

определенная в точках сплошной среды, движущихся по закону , где  – отсчет-
ные координаты. Пусть функция  непрерывно дифференцируема в объеме , кроме

точек поверхности , и имеет конечные пределы  и  при стремлении к поверхно-

сти  по точкам  и , соответственно. Тогда

(23)
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ний. Теперь формула (23) примет следующий вид
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Воспользовавшись равенством (22), перепишем последнюю формулу в виде:

(24)

Используем формулу Остроградского–Гаусса для функций, имеющих разрыв на по-
верхности , находящейся внутри объема  [19]:

(25)

Положим в равенстве (25)  и подставим результат в выражение (24), тогда
(24) примет вид:

(26)

Разность решений удовлетворяет однородным граничным условиям. Тогда на :
, на :  и интеграл по  в (26) равен нулю. Следова-

тельно,

(27)

Так как разность решений  удовлетворяет на поверхности кинематическим и ди-
намическим условиям совместности (20), то, по доказанному ранее (12), подынте-

гральное выражение в правой части формулы (27) равно нулю, откуда  =

= const(t). Поскольку разности решений удовлетворяют однородным начальным усло-
виям, то .

Рассмотрим выражение для энергии разности решений

Поскольку  больше нуля, а , ,  – положительно определенные тензоры, то энер-
гия  может быть равна нулю только в случае, если , , , . Откуда,
с учетом нулевых начальных условий, получаем, что ,  [17]. Что и требова-
лось доказать.

Итак, в работе приведены кинематические и динамические условия совместности
на поверхности разрыва в линейной анизотропной редуцированной среде Коссера.
Доказано, что разрывы вектора поворота в среде не возможны. С помощью условий на
поверхности разрыва доказано, что начально-краевая задача с разрывами имеет един-
ственное решение.
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Surface of Discontinuity for the Anysotropic Reduced Cosserat Continuum. 
Uniqueness of Solution for Dynamic Issue with Discontinuity
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In this work an isolated surface that moves relative to the micropolar media and across
which the first derivatives of variables are discontinuous is considered. The reduced Cosserat
continuum is an elastic medium, where all translations and rotations are independent.
Moreover, a force stress tensor is asymmetric and a couple stress tensor is equal to zero. In
paper continuity conditions were established and it is shown that first derivative of the rota-
tion vector cannot have discontinuities. It is shown that the solution for this case is unique.

Keywords: micropolar continuum, discontinuity, granular materials, uniqueness theorem, re-
duced Cosserat continuum, continuity conditions

REFERENCES

1. Kulesh M.A., Matveenko V.P., Shardakov I.N. // Acoust. Phys., 2006, vol. 52, no. 2, pp. 186–193.
2. Varygina M.P., Sadovskaya O.V., Sadovskii V.M. Resonant properties of moment Cosserat continu-

um // J. Appl. Mech. Techn. Phys., 2010, vol. 51, no. 3, pp. 405–413.
3. Suvorov Y.M., Tarlakovskii D.V., Fedotenkov G.V. The plane problem of the impact of a rigid body

on a half-space modelled by a Cosserat medium // JAMM, 2012, vol. 76, no. 5, pp. 511–518.



84 АНИСИМОВ и др.
4. Zdanchuk E.V., Kuroyedov V.V., Lalin V.V. Variational formulation of dynamic problems for a non-
linear Cosserat medium // JAMM, 2017, vol. 81, no. 1, pp. 66–70.

5. Schwartz L.M., Johnson D.L., Feng S. Vibrational modes in granular materials // Phys. Rev. Lett.,
1984, vol. 52, no. 10, pp. 831–834.

6. Grekova E.F., Herman G.C. Wave propagation in rock modelled as reduced Cosserat continuum
with weak anisotropy // 67th Europ. Assoc. Geosci. Engin., EAGE Conference and Exhibition, in-
corporating SPE Europe 2005., Feria de Madrid, June 13–16, 2005. Extended Abstracts. pp. 2643–
2646.

7. Harris D. Double-slip and spin: A generalisation of the plastic potential model in the mechanics of
granular materials // Int. J. Eng. Science, 2009, vol. 47. I. 11–12, pp. 208–1215.

8. Kulesh M.A., Grekova E.F., Shardakov I.N. The problem of surface wave propagation in a reduced
Cosserat medium // Acoust. Phys., 2009, vol. 55, no. 2, pp. 218–226.

9. Grekova E.F., Kulesh M.A., Herman G.C. Waves in linear elastic media with microrotations, part 2:
isotropic reduced Cosserat model // Bull. Seismol. Soc. Amer., 2009, vol. 99, no. 2B, pp. 1423–
1428.

10. Grekova E.F. Linear reduced Cosserat medium with spherical tensor of inertia, where rotations are
not observed in experiment // Mech. Solids, 2012, vol. 47, no. 5, pp. 538–543.

11. Maugin G.A. Acceleration waves in simple and linear viscoelastic micropolar materials // Intern. J.
Engng. Sci., 1974, vol. 12, no. 2, pp. 143–157.

12. Altenbach H., Eremeyev V.A., Lebedev L.P., Rendon L.A. Acceleration waves and ellipticity in ther-
moelastic micropolar media // Arch. Appl. Mech., 2010, vol. 80, no. 3, pp. 217–227.

13. Lalin V.V., Zdanchuk E.V. Conditions on the surface of discontinuity for the reduced Cosserat con-
tinuum // Mater. Phys. Mech., 2017, vol. 31, no. 1–2, pp. 28–31.

14. Lalin V.V., Zdanchuk E.V. The initial boundary-value problem for a mathematical model for granu-
lar medium // Appl. Mech. Mater., 2015, vol. 725–726, pp. 863–868.

15. Lurie A.I. Theory of Elasticity Berlin: Springer, 2005. 1050 p.
16. Petrashen G.I. Propagation of Waves in Anysitropic Elastic Media (Rasprostranenie voln v

anizotropnyh uprugih sredah) Leningrad: Nauka, 1980. (in Russian)
17. Poruchikov V.B. Methods of the Classical Theory of Elastodynamics. Berlin: Springer, 1993. 319 p.
18. Casey J. On the derivation of jump conditions in continuum mechanics // Intern. J. Struct. Changes

in Solids, 2011, vol. 3, pp. 61–84.
19. Slattery J.C., Sagis L., Oh E. Interfacial Transport Phenomena. Boston: Springer US, 2007. 828 p.


	СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
	REFERENCES


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


