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Изучаются движения вязкой электропроводной несжимаемой жидкости, вращаю-
щейся вначале как твердое тело с постоянной угловой скоростью вместе с ограничи-
вающими ее параллельными стенками, под действием внезапно начинающихся про-
дольных колебаний одной из стенок и внезапно включенным магнитным полем,
приложенным к одной из стенок. Стенки составляют произвольный угол с осью вра-
щения. Магнитное поле действует по нормали к стенкам. В общем случае решение
представлено в виде ряда. Представлены векторы касательных напряжений, дей-
ствующие из жидкости на стенки щели. Рассматривается ряд частных случаев дви-
жения стенки. На основе полученных результатов исследуются отдельные структуры
пограничных слоев у стенок. Данное исследование обобщает результаты [1–3].
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Данное исследование обобщает результаты [1–3].
Введение. В настоящей работе изучается нестационарный поток вязкой электро-

проводной несжимаемой жидкости во вращающейся щели при наличии внешнего од-
нородного магнитного поля. Неустановившийся поток индуцируется некрутильными
колебаниями одной из стенок щели. Схематично постановка задачи представлена на
рис. 1. Задача в такой постановке, насколько известно автору, поставлена впервые.
Показано, что при отсутствии вращения и магнитного поля, и при удалении непо-
движной стенки на бесконечность, решение переходит в известное решение задачи о
нестационарном движении жидкости, ограниченной перемещающейся плоской стен-
кой [1]. При отсутствии магнитного поля и удалении неподвижной стенки на беско-
нечность решение совпадает с результатами работы [2], а при отсутствии магнитного
поля решение переходит в решение работы [3]. В одной из последних работ [4] рас-
сматривается течение электропроводной жидкости между параллельными стенками,
но жидкость предполагается идеальной и рассмотрено стационарное течение.

1. Точные решения уравнений магнитной гидродинамики. Задача рассматривается в
следующей постановке. Щель шириной , образованная двумя бесконечными парал-
лельными стенками  и  с изолирующими свойствами, заполнена вязкой электро-
проводной несжимаемой жидкостью. Щель вместе с жидкостью вращается как одно
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Рис. 1. Схематичная постановка рассматриваемой задачи.
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целое с постоянной угловой скоростью , причем вектор  образует с этими

плоскостями постоянный угол . Частный случай в отсутствие магнитного

поля  был исследован ранее [5].

Свяжем с пластиной  декартову систему координат  с ортами , ,  так, что
плоскость  совпадает с плоскостью , а ось  направлена по нормали к ней внутрь
жидкости. В этой системе координат стенки и жидкость покоятся. В момент 
стенка  начинает двигаться в продольном направлении со скоростью . В тот же
момент времени вносится внешнее однородное магнитное поле с индукцией

, направленной по нормали к стенкам. Схематично постановка задачи
представлена на рис. 1.

Далее исследуется распространение возмущения в однородной проводящей среде
под действием однородного магнитного поля и продольных колебаний стенки.

Движение жидкости в системе , вращающейся с угловой скоростью , в магни-
то-гидродинамическом приближении (бесконечно проводящая жидкость) описывает-
ся уравнениями магнитной гидродинамики, а также граничными и начальными усло-
виями, которые в обычных обозначениях имеют вид
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здесь  – радиус-вектор относительно полюса ,  – скорость жидкости,  – дав-
ление,  – плотность,  – кинетическая вязкость,  – потенциал внешних массо-
вых сил,  – магнитная индукция,  – магнитная проницаемость,  – объем жид-
кости.

Решение системы уравнений (1.1) будем искать в виде

где  неизвестная функция давления.
Тогда система (1.1) распадается на две подсистемы

(1.2)

с граничными и начальными условиями вида

Уравнение для определения поля давлений записывается как

(1.3)
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Исключая магнитную индукцию из уравнений (1.4), получаем

(1.5)

Решение уравнения (1.5) запишем с использованием интеграла Дюамеля

(1.6)

Здесь  – решение краевой задачи

(1.7)

В образах Лапласа  [6] уравнение (1.7) примет вид
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Обозначим . Тогда

(1.11)

Согласно известным из операционного исчисления формулам [6], получаем

(1.12)

где  – обратный оператор Лапласа, а

Подставляя (1.11) в (1.10) с учетом (1.12), в пространстве оригиналов получим реше-
ние уравнений (1.7)

(1.13)

Таким образом, решение задачи (1.5) определяется формулами (1.6), (1.13). Под-
ставляя (1.13) в (1.6), получим искомое поле скоростей вязкой электропроводной жид-
кости.

(1.14)

Векторы касательных напряжений, действующие со стороны жидкости на верхнюю и
нижнюю стенки щели, находятся по формулам

Полученные поле скоростей, вектор магнитной индукции и векторы касательных на-
пряжений, действующие из жидкости на пластины, могут быть использованы для уче-
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в задачах фильтрации и при моделировании различных физических явлений в движу-
щейся жидкости.
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ры зависят от времени посредством множителя . Тогда система уравнений (1.4) при-
мет вид

(2.1)

Граничные и начальные условия:

Исключая из (2.1) магнитную индукцию, для функции  получаем обыкновенное
дифференциальное уравнение

(2.2)

и граничные условия

(2.3)

Общее решение уравнения (2.2) имеет вид

где ,  произвольные комплексные постоянные, а

(2.4)

Определяя постоянные интегрирования из граничных условий (2.3), получаем
“нормальные” колебания вязкой электропроводной жидкости в постоянном магнит-
ном поле во вращающейся щели
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3. Структура пограничных слоев. Исследуем подробнее выражение (2.5) для поля
скоростей. Выражение для частот  представим в виде

(3.1)
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При этом волновые числа имеют вид

(3.5)

(3.6)

Эти волны распространяются по оси y навстречу друг другу с одинаковой фазовой
скоростью и зависят от частоты. Это означает, что поток вязкой электропроводной
жидкости представляет собой диспергирующую среду.

(3.7)

Групповые скорости этих волн  также совпадают. Они зависят от ко-

эффициента затухания, параметров движения стенок, скорости вращения системы,
магнитной индукции и параметров жидкости.

Амплитуды этих волн зависят от глубины щели, величины проекции угловой ско-
рости на ось у, параметров движения стенки, магнитной индукции и параметров жид-
кости.

Выберем индукцию поля . Рассмотрим случай резонанса , тогда

(3.8)

В этом резонансном случае волновое число и величина пограничного слоя зависят
только от вязкости жидкости, коэффициента затухания и проекции угловой скорости
вращения щели на ось Оу. Волновое число и величина пограничного слоя не зависят
от магнитной проницаемости и электропроводности жидкости.

При  волновое число  и движение жидкости сводится к колебательному
процессу. Пограничный слой при этом заполняет всю ширину щели. В этом случае го-
ворят, что погранслой отсутствует.

Заключение. Проведен анализ задачи неустановившегося течения вязкой электро-
проводной несжимаемой жидкости в плоско-параллельной конфигурации. Найдены
точные решения трехмерных нестационарных уравнений магнитной гидродинамики.
При этом никаких ограничений на характер движения пластины не накладывается.
Определены поле скоростей в потоке и векторы касательных напряжений, действую-
щие из жидкости на стенки щели. Для случая “нормальных” колебаний одной из сте-
нок рассмотрен случай резонанса и исследована структура пограничных слоев, при-
мыкающих к стенкам. Математическая процедура интегрирования системы диффе-
ренциальных уравнений рассматриваемой задачи может быть использована при
исследовании более сложных задач. Кроме того, полученные результаты могут быть
использованы для учета силовых воздействий при движении жидкости в каналах раз-
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личной формы, а также в задачах фильтрации и при моделировании различных физи-
ческих явлений в движущейся жидкости.
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Unsteady Motion of a Viscous Electrically Conductive Fluid between Rotating Parallel Walls 
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b National Research University “MAI”, Moscow, Russia
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We study the motion of a viscous electrically conductive incompressible f luid, which initially
rotates as a solid with a constant angular velocity together with parallel walls bounding it,
under the influence of suddenly beginning longitudinal vibrations of one of the walls and a
suddenly switched on magnetic field applied to one of the walls. The walls make an arbitrary
angle with the axis of rotation. The magnetic field acts normally to the walls. In the general
case, the solution is presented as a series. The vectors of tangential stresses acting from the
liquid on the walls of the slit are presented. A number of particular cases of wall motion are
considered. Based on the results obtained, the individual structures of the boundary layers
near the walls are investigated.
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