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Объясняется причина трудностей, с которыми столкнулся Я.С. Уфлянд при реше-
нии задачи теории упругости для полупространства с прямой линией раздела гра-
ничных условий, по одну сторону от которой заданы перемещения, а по другую –
напряжения (перемещения оказываются неограниченными на линии раздела). По-
казано, что эту задачу целесообразно рассматривать как частный случай краевой за-
дачи для пространственного клина. Описана скрытая симметрия фундаментальных
решений для клина, которые должны удовлетворять теореме Бетти о взаимности ра-
бот, дано преобразование к форме с явной симметрией, возможное, если угол клина
не превысил критический. При превышении такого угла решение утрачивает скры-
тую симметрию и становится неединственным, неограниченным на ребре клина.
Единственно верным остается преобразованное решение. В задаче Уфлянда превы-
шен критический угол. Приводится пример краевой задачи о действии силы внутри
клина, когда критический угол не достигается. Решение задачи Уфлянда для несжи-
маемого полупространства применяется для построения асимптотического решения
собственно смешанной задачи о накладке, контактирующей с границей полупро-
странства.
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Как известно [1], для единственности решений краевых задач теории упругости для
пространственного клина кроме граничных условий и условия убывания перемеще-
ний и напряжений в бесконечности следует ставить дополнительные условия на ребре
клина: перемещения там должны быть ограниченны, а напряжения могут иметь инте-
грируемую особенность. Частный случай клина – полупространство с прямой линией
раздела граничных условий. При решении смешанной задачи для такого полупро-
странства, когда на одной части границы заданы перемещения, а на другой – напря-
жения, Я.С. Уфлянд использовал интегральное преобразование Конторовича–Лебе-
дева (ПКЛ) в вещественной форме ([1], § 89, 90) и показал, что представление Папко-
вича−Нейбера дает перемещения, неограниченные на линии раздела. Я.С. Уфлянд
предложил блестящее решение этой проблемы, привлекая особые решения уравнения
Лапласа, искусственные граничные условия для четвертой произвольной гармониче-
ской функции Папковича–Нейбера, вводя дополнительно еще 11 неизвестных функ-
ций. Тем не менее, решение получилось довольно громоздким. Более удобным при
решении задач для трехмерного клина представляется ПКЛ в комплексной форме [2–4]:
сдвиг контура интегрирования позволяет регулировать поведение перемещений на
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ребре. Ранее также изучалась задача о накладке на грани трехмерного клина при
скользящей заделке другой грани [5]. Главные члены регулярного асимптотического
решения этой задачи соответствуют случаю накладки на полупространстве [6].

В настоящей работе даны рекомендации для получения упругих перемещений,
ограниченных на ребре клина, на основе комплексного ПКЛ. Без ограничения общ-
ности рассматривается частный случай задачи Уфлянда (несжимаемый материал,
часть границы полупространства жестко заделана, на другой части приложена каса-
тельная сила). Показано, что с помощью сдвига контура интегрирования, если прене-
бречь возникающим вычетом, можно получить единственное фундаментальное реше-
ние, ограниченное на ребре и симметричное, т.е. удовлетворяющее теореме Бетти [7].
Это же решение можно получить как частный случай, если рассматривать более об-
щую задачу для несжимаемого трехмерного клина (одна грань жестко заделана, на
другой грани действует касательная сила). В такой задаче при острых углах клина
можно сдвигать контур интегрирования без возникновения вычетов (ширина полосы
регулярности обратно пропорциональна углу клина). При этом симметрия фундамен-
тального решения в скрытой форме преобразуется к явной симметрии. Прямой угол в
рассматриваемой задаче для несжимаемого клина – критический, при дальнейшем
увеличении угла возникает вычет, нарушающий симметрию, единственность и теоре-
му Бетти. Дается пример другой задачи для пространственного клина, когда критиче-
ский угол не достигается. На основе фундаментального решения задачи Уфлянда для
несжимаемого материала построено асимптотическое решение задачи о накладке,
контактирующей с границей полупространства.

1. Частный случай задачи Уфлянда. В цилиндрических координатах r, ϕ, z рассмот-
рим несжимаемое упругое полупространство {0 ≤ r < ∞, 0 ≤ ϕ ≤ π, |z| < ∞} с модулем
сдвига G и коэффициентом Пуассона ν = 0.5, часть границы которого ϕ = 0 жестко за-
делана, а при ϕ = π в радиальном направлении действует касательная сосредоточенная
сила T (левая часть рис. 1), приложенная в точке r = x, z = y. Граничные условия задачи
для уравнений упругого равновесия имеют вид

(1.1)

где δ(r) – функция Дирака. Для решения задачи (1.1) используем представление Пап-
ковича–Нейбера, которое позволяет выразить перемещения через три гармонические
функции Φn = Φn(r, ϕ, z) (n = 0, 1, 2) в виде [1–4]

(1.2)

Напряжения выражаются из формул (1.2) и закона Гука [1–4].
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преобразований Фурье–Конторовича–Лебедева

(1.3)

ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ = = = =
ϕ = π σ = τ = τ = δ − δ −

0: 0
: 0, ( ) ( ),

r z

z r

u u u
T r x z y

∂Φ ∂= + − = ϕ Φ − ϕ Φ
∂ ∂

0 1
1 1 1 2

( ω )1 ω , ω sin  cos  
2r

ru
r r

ϕ
∂Φ ∂= + − = ϕ Φ + ϕ Φ
∂ϕ ∂ϕ

0 1
2 2 1 2

ω1 1 ω , ω cos  sin  
2

u
r

∂Φ ∂= +
∂ ∂

0 1ω
2z
ru

z z

∞ γ+ ∞

μ
−∞ γ− ∞

Φ ϕ = β β μ μϕ + μ μϕ β μ
π

μ < γ −μ = − μ −μ = μ =

 
1( , , ) exp( ) [ ( ) cos ( ) sin ] ( )

2
Re , ( ) ( ), ( ) ( ), 0,1,2

i

n n n
i

n n n n

r z i z d a b I r d
i

a a b b n



645К ОДНОЙ ЗАДАЧЕ Я.С. УФЛЯНДА

Рис. 1.
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Двумерная дельта-функция представляется следующим образом [3]:

(1.4)

В формулах (1.3) и (1.4) Kμ(x) и Iμ(x) – цилиндрические функции Бесселя, для кото-
рых при сдвиге контура интегрирования в равенстве (1.3) важную роль играют соотно-
шения [8, 9]

(1.5)

При помощи формул (1.2)–(1.5) найдем точное решение задачи (1.1):
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а также значения интегралов [1, 3, 9]

Кроме того, в формуле (1.7) нарушена симметрия по x, r (перемещение вдоль линии
действия силы T должно удовлетворять теореме Бетти).

Полупространство с линией раздела граничных условий – частный случай трехмер-
ного клина с углом раствора α, когда α = π. Возможность появления неединственных,
неограниченных на ребре клина решений заложена в самой структуре представления
Папковича–Нейбера (1.2), а именно, в членах

(1.9)

Пусть в выражение (1.3) для функции Φ0 входит интеграл

где мероморфная функция-символ F(iu) по своему асимптотическому поведению при
u → 0 и u → ∞ является функцией типа th αu или cth αu, а контур интегрирования сов-
падает с мнимой осью или лежит чуть правее мнимой оси, но левее ближайшего к
мнимой оси полюса μ1 функции F(μ). По теории вычетов будем замыкать этот контур
в правую полуплоскость. Поскольку [8]

главный член в поведении величин (1.9) при r → 0 будет порядка . Критическим
является угол клина, при превышении которого полюс μ1 проникает в полосу 0 <
< Re μ < 1. В формуле (1.7) F(μ) = tg πμ и μ1 = 0.5 (критический угол превышен).
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должны быть преобразованы при помощи соотношений (1.5) и сдвига контура инте-
грирования при достаточно малых углах α, поскольку ширина полосы регулярности
функции F(μ) обратно пропорциональна α. В случае (1.7) α = π и критический угол
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сывания вычетов при сдвиге контура показан стрелкой)
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Теперь в решении (1.7) заменим исходный интеграл (1.10) на последний инте-
грал (1.10). Тогда получим перемещение в виде

(1.11)

Оно симметрично по x и r, стремится к нулю при r → 0, удовлетворяет теореме Бетти,
условию жесткой заделки и уравнениям теории упругости. Кроме того, это перемеще-
ние имеет четкий механический смысл: оно строго меньше перемещения ,
возникающего в задаче Черрути [10] для несжимаемого полупространства, когда грань
ϕ = 0 свободна от напряжений.

Ниже будет показано, что перемещение (1.11) может быть получено как частный
случай решения задачи для клина, при модификации которого при острых углах кли-
на сдвиг контура интегрирования проводится в полосе регулярности без возникнове-
ния вычетов.

2. Задача для клина. Рассмотрим несжимаемый упругий клин {0 ≤ r < ∞, 0 ≤ ϕ ≤ α,
|z| < ∞} с модулем сдвига G, грань которого ϕ = 0 жестко заделана, а на грани ϕ = α
действует радиальная касательная сосредоточенная сила T (средняя часть рис. 1), при-
ложенная в точке r = x, z = y. Граничные условия имеют вид (1.1), где следует заменить
ϕ = π на ϕ = α. Действуя, как в предыдущей задаче, получим точное решение для кли-
на в форме (1.2), (1.3), где
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Главный член перемещения (2.2) на ребре клина имеет символ tgμα, критический
угол α = π/2. Можно показать, что правая часть первого равенства (2.2) симметрична
по r, x при α < π/2 (скрытая, неочевидная симметрия) и представляет единственное
фундаментальное решение, ограниченное на ребре. При α > π/2 симметрия утрачива-
ется и формула (2.2) представляет уже неединственное решение, неограниченное на
ребре (при α = π формула (2.2) совпадает с формулой (1.7)).

Преобразуем главный член в формуле (2.2), сдвигая контур интегрирования и ис-
пользуя соотношения (1.5), при α < π/2 (в отличие от соотношения (1.10) полоса регу-
лярности достаточно широкая, вычеты не возникают). В результате получим переме-
щение

(2.3)

с явной симметрией по r и x (после перехода к вещественной форме ПКЛ, см. форму-
лу (1.8)), представляющее единственное фундаментальное решение при всех α, огра-
ниченное на ребре, которое при α < π/2 совпадает с выражением (2.2), а при α = π – с
формулой (1.11).

Для предельного перехода к фундаментальному решению задачи о плоской дефор-
мации клина проинтегрируем обе части формулы (2.3) по z при |z| < ∞ и вычислим воз-
никающий интеграл с функцией Дирака, учитывая соотношение [8]

Тогда получим

что в точности совпадает с известным решением ([6], формула (5.3) при ν = 0.5).
3. Скрытая симметрия. Приведем пример фундаментального решения со скрытой

симметрией, которое не обязательно следует приводить к форме с явной симметрией,
поскольку критический угол не достигается.

Пусть радиальная сосредоточенная сила T действует в срединной полуплоскости
упругого клина с углом раствора 2α, внешние грани которого находятся в условиях
скользящей заделки (правая часть рис. 1). В силу симметрии по ϕ рассматриваем зада-
чу для половины клина с граничными условиями

(3.1)
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Эта задача также имеет точное решение [11, 12]. Перемещение вдоль линии действия
силы здесь имеет вид (ν – коэффициент Пуассона)

(3.2)

Симметрия этого выражения по r и x является скрытой, неочевидной и может быть
проверена при любых углах клина 2α (0 < α ≤ π) путем разложения в степенной ряд
([11], формулы (2.10) и (2.11), см. коэффициенты разложения в табл. 1). При α = π
формула (3.2) дает фундаментальное решение Кельвина [10–12].

Причина симметрии, единственности и ограниченности на ребре фундаментально-
го решения (3.2) заключается в том, что если в нем перейти от вещественного к ком-
плексному ПКЛ по формуле (1.8), то возникающая главная (при r → 0) функция-сим-
вол ctg μα при 0 < α ≤ π не имеет полюсов в полосе 0 < Re μ < 1. Преобразуем главный
член (при r → 0) в выражении (3.2) аналогично преобразованию (1.10):

(3.3)

После подстановки последнего интеграла (3.3) в выражение (3.2) оно приобретает
форму явной симметрии по r и x.

4. Задача о накладке. В качестве примера использования фундаментального реше-
ния (1.11) задачи Уфлянда рассмотрим собственно смешанную задачу о тонкой нерас-
тяжимой абсолютно гибкой накладке, контактирующей с гранью ϕ = π несжимаемого
полупространства (грань ϕ = 0 жестко заделана, рис. 2). Накладка полностью сцепле-
на по эллиптической области Ω = {(r – a)2/c2 + z2/b2 ≤ 1}, которая вытянута вдоль ли-
нии раздела r = 0 настолько, что в ней можно пренебречь касательным напряжением
τϕz, полагая σϕ = τϕz = 0. Вне области Ω грань ϕ = π не нагружена. К центру накладки
вдоль оси r приложена сила Q, под действием которой накладка смещается на величи-
ну ur = ω. Интегрируя решение (1.11) по области Ω и заменяя в нем T на неизвестное
контактное напряжение τrϕ = τ(r, z), приходим к интегральному уравнению (ИУ)

(4.1)
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Рис. 2.
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Для решения ИУ (4.1) применим регулярный асимптотический метод [3–6], эф-
фективный для накладки, относительно удаленной от линии раздела. Введем обозна-
чения безразмерных величин

(4.3)

и т.д., нулевой индекс далее опускаем. Параметр λ характеризует относительную уда-
ленность области Ω от линии раздела. Можно показать, что при  глад-
кая часть ядра разлагается в абсолютно сходящийся ряд по отрицательным степеням λ
с полиномиальными коэффициентами относительно переменных:

(4.4)

При выводе формулы (4.4) использовано разложение в степенной ряд arctgz при |z| < 1
[8] и ряды биномиального типа.

Разыскивая решение уравнения (4.1), (4.2) при учете соотношений (4.3) и (4.4) в
форме ряда по отрицательным степеням λ, приравнивая члены при одинаковых сте-
пенях λ, получим цепочку ИУ, каждое из которых решается в замкнутой форме [5, 6].
В результате получим асимптотическое решение
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Интегралы Smn выражаются через полные эллиптические интегралы ([4], с. 45). Кон-
тактные напряжения (4.5) больше на той половине области контакта, которая ближе к
линии раздела.

При помощи выражения (4.5) найдем связь между силой Q и перемещением ω в виде

(4.6)

В пределе при λ → ∞ асимптотики (4.5) и (4.6) совпадают с точным решением зада-
чи о накладке на несжимаемом полупространстве, граница которого вне области кон-
такта свободна от напряжений [6].

Заключение. Аналогично изложенному выше может быть получено решение задачи
Уфлянда при любом значении коэффициента Пуассона и произвольной заданной на-
грузке при ϕ = π. Полупространство с линией раздела граничных условий следует рас-
сматривать как частный случай клина, на одной грани которого заданы перемещения,
а на другой – напряжения. Проблему выбора единственного решения уравнений
упругого равновесия в перемещениях, ограниченного на ребре клина, можно решить,
преобразуя члены (1.9) путем сдвига контура интегрирования в комплексном интегра-
ле Конторовича–Лебедева (1.3) при достаточно малых углах раствора клина (в полосе
регулярности, ширина которой обратно пропорциональна углу клина), используя со-
отношения (1.5). При этом перемещение вдоль линии действия силы, пропорцио-
нальное этой силе, приобретает форму явной симметрии и удовлетворяет теореме
Бетти (возможность скрытой симметрии заложена в самой структуре представления
Папковича–Нейбера). Преобразованные решения должны быть ограниченными на
ребре и единственными при любых углах клина.

Указанное преобразование членов (1.9) рекомендуется совершать и в других крае-
вых задачах для трехмерного клина во избежание возникновения неединственных ре-
шений, неограниченных на ребре при превышении критических углов клина. При та-
ких углах клина происходит бифуркация фундаментального решения, представленно-
го в форме со скрытой симметрией (в не преобразованной форме), для перемещения
вдоль линии силы, характерно нарушение симметрии и теоремы Бетти, что и свиде-
тельствует о постороннем решении.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (18-01-00017).
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To One Ya.S. Uflyand’s Problem

D. A. Pozharskiia,#

a Don State Technical University, Rostov-on-Don, Russia
# e-mail: pozharda@rambler.ru

We explain difficulties in the Ya.S. Uflyand’s theory elasticity problem for a half-space when
a straight line on its boundary separates boundary conditions so that displacements are given
on one part while stresses are known one the other part of the boundary (but displacements
on this part turn out to be unrestricted on the separation line). It is shown that this problem
should be considered as a special case of a boundary-value problem for a spatial elastic
wedge. For the wedge, a hidden symmetry is described for fundamental solutions which
should satisfy Betti reciprocity theorem, a transformation to the explicit symmetry form is
given being possible when the wedge angle does not exceed a critical value. Beyond the criti-
cal value the solution gives up its hidden symmetry becoming non-unique and non-restrict-
ed on the wedge edge. Then the transformed solution serves as only correct. In the Uflyand’s
problem the critical value has been exceeded. A boundary-value problem for a force acted
inside a wedge is mentioned as an example when the critical angle cannot be exceeded. The
solution of the Uflyand’s problem for an incompressible half-space is applied for construct-
ing an asymptotic solution for a properly mixed problem for a plate contacting with the half-
space boundary.

Key words: elasticity, boundary-value problem, half-space, three-dimensional wedge, plate
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