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Рассматривается задача о движении мобильного робота с двумя ведущими и одним
пассивным колесом. Найдены все стационарные движения робота, исследованы их
устойчивость и ветвление. В отличие от многочисленных публикаций по этой теме
допускается проскальзывание этих колес, при этом предполагается, что в точках их
контакта с опорной плоскостью приложены силы линейного вязкого трения.
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1. Постановка задачи. Рассматривается движение трехколесного робота с двумя ве-
дущими и одним пассивным колесом рояльного типа [1] на горизонтальной плоско-
сти. Центр масс  робота лежит на горизонтальной ортогонали к оси подвеса ведущих
колес, проходящей через середину этой оси. Центры колес обозначим через  и , а
их точки контакта с опорной плоскостью – через  и . Радиусы ведущих колес обо-
значим через , расстояние между центрами колес – через , расстояние от центра
масс робота до оси подвеса ведущих колес – через . Радиус пассивного колеса, как и
ранее, будем считать пренебрежимо малым.

Пусть  – неподвижная система координат (  – опорная плоскость,  – вер-
тикаль), а  – система координат, жестко связанная с корпусом робота (  прохо-
дит через середину оси подвеса ведущих колес,  параллельна этой оси,  – верти-
каль, положительное направление оси  совпадает с направлением от центра подвеса
ведущих колес к центру масс робота). Положение робота будем определять координа-
тами ,  центра масс , углом  между осями  и  и углами  и  поворота колес
вокруг оси . При этом скорость  центра масс робота, угловая скорость  его
корпуса и относительные угловые скорости  ведущих колес определяются соотно-
шениями

содержащими орты соответствующих осей.
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Пусть  – масса всей системы,  – момент инерции колеса относительно оси под-
веса колес,  – момент инерции всей системы относительно вертикали, проходящей
через центр масс системы.

Предположим, что рояльное колесо, как и ранее, может свободно (без трения)
скользить по опорной плоскости, а ведущие колеса [1], в отличие от предыдущих ис-
следований [1–5], тоже могут скользить по этой плоскости, причем в точках  кон-
такта этих колес с опорной плоскостью приложены силы вязкого трения 
(  – скорости точек  ( ; )). Кроме того, предположим, что на ведущие ко-
леса действуют управляющие моменты вида [1–5]

2. Уравнения движения. Выпишем кинетическую энергию робота:

Найдем диссипативную функцию Релея , порождающую силы вяз-

кого трения. Имеем

Уравнения движения робота выпишем в форме Аппеля

(2.1)

Пусть  (  – соответствующий оси вращения радиус инерции робота), а еди-
ницы измерения массы, длины и времени выбраны так, что , , . Вводя
обозначения , , выпишем уравнения (2.1) в явном виде

(2.2)

3. Прямолинейное движение робота и его устойчивость. Очевидно, система (2.2) до-
пускает стационарное решение

(3.1)

Этому решению соответствует равномерное прямолинейное движение робота (при
 рояльное колесо находится впереди, а при  – позади ведущих колес). При

этом ведущие колеса не скользят по плоскости ( ).
Полагая

(3.2)
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выпишем полные (нелинейные) уравнения возмущенного движения

(3.3)

Отбрасывая в правых частях первых двух уравнений системы (3.3) нелинейные члены
 и , получим линеаризованную систему уравнений возмущенного движения и

выпишем ее характеристическое уравнение

Оба корня уравнения  всегда лежат в левой полуплоскости, поскольку  и
 положительны. Согласно критерию Гурвица, все три корня уравнения  лежат в

левой полуплоскости, если и только если

(3.4)

Первое из неравенств (3.4) выполнено всегда. Покажем, что если выполнено третье
неравенство, то второе тоже выполнено. Действительно,

Следовательно, второе неравенство (3.4) имеет вид

и заведомо выполнено при . Последнее неравенство накладывает ограничение
на параметр управления , если и только если

(3.5)

Таким образом, равномерное прямолинейное движение робота, при котором ро-
яльное колесо находится спереди ( ), всегда асимптотически устойчиво; если же
рояльное колесо находится сзади ( ), то медленное ( ) движение робота
асимптотически устойчиво, а быстрое ( ) – неустойчиво.

4. Круговое движение робота и его устойчивость. Согласно теории бифуркации [6],
при критическом значении  параметра  от прямолинейного движения робота (3.1)
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ответвляется другое стационарное движение, соответствующее нетривиальному реше-
нию системы (3.3). Приравнивая правые части этой системы к нулю, находим это ре-
шение в виде

(4.1)

(4.2)

Очевидно, стационарное решение (4.1) существует только при  (см. соотно-
шения (3.5) и (4.2)), а при  оно совпадает с тривиальным решением системы (3.3).
При этом стационарные решения исходной системы (2.2) определяются соотношени-
ями (3.2) и (4.1). Этим решениям соответствуют равномерные движения робота, для
которых ведущие колеса находятся впереди, а центр масс робота движется по окруж-
ности. Действительно, из равенств (3.2) и (4.1) имеем

Следовательно,

(  и  – произвольные постоянные, зависящие от начальных условий, начальный мо-
мент времени считается, без ограничения общности, нулевым).

Заметим, что на круговых движениях робота ведущие колеса катятся со скольжением:

Полагая

и выражая параметр  через  с помощью соотношения (4.2), выпишем полные (не-
линейные) уравнения возмущенного движения робота в окрестности его кругового
движения
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Отбрасывая в правых частях первых двух уравнений системы (4.3) нелинейные члены
 и , получим линеаризованную систему уравнений возмущенного движения и

выпишем ее характеристическое уравнение

(4.4)

После трех элементарных преобразований определителя (4.4) (меняются местами
вторая и четвертая строки, затем второй и четвертый столбцы и, наконец, первый
столбец полученного определителя представляется в виде суммы двух столбцов
col  и col ) этот определитель легко вычисляется:

(коэффициенты квадратных трехчленов  и  приведены в разд. 3). Таким об-
разом,

Согласно критерию Гурвица все корни уравнения  лежат в левой полу-
плоскости, если и только если все главные диагональные миноры определителя Гур-
вица, соответствующего полиному , положительны:

(4.5)
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но, круговые движения робота асимптотически устойчивы при условиях
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Поскольку все корни полинома  лежат в левой полуплоскости (  и  –
квадратные трехчлены с положительными коэффициентами), то ,  и  всегда

положительны. Следовательно, существует значение  такое, что все условия (4.6)

выполнены при . В зависимости от параметров задачи эти условия могут

выполняться как при любом , так и только при . Действительно, вы-
числяя ,  и , имеем

причем  и  (последнее легко проверяется). Таким образом, если

(4.7)

то  и первое из условий (4.6) выполняется только при .
Заключение. Итак, в пространстве параметров задачи есть область, для которой кру-

говые движения робота асимптотически устойчивы на ограниченном интервале изме-

нения параметра  (  определяется из соотношения (4.2), в котором 

заменено на ). При переходе параметра  через критическое значение  пара ком-

плексно-сопряженных корней уравнения  переходит из левой полуплоскости в
правую через мнимую ось. Это означает, что при условии (4.7) имеет место бифурка-
ция Андронова–Хопфа [7] и робот может совершать периодические движения, рожда-
ющиеся из его круговых движений (уравнения (4.3) имеют периодические решения).

Отметим, что в неголономной постановке задачи (ведущие колеса не могут сколь-
зить по плоскости) при управлениях рассмотренного вида круговые движения всегда
устойчивы и бифуркации Андронова–Хопфа нет [4].

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь-
ных исследований (19-01-00140).
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Dynamics of a Mobile Robot
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The motion of mobile robot with one passive wheel and two driving wheels is considered. All
the steady robot motions are found, their stability and branching are studied. Unlike numer-
ous publications, wheel slip is allowed. Moreover, it is assumed that at the points of contact
with the surface, forces of viscous friction are applied.

Keywords: three-wheel robot, wheel slip, steady motions, stability and bifurcations
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