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Разрабатываются математические методы решения уравнений статики плоской не-
линейной деформации кристаллических сред со сложной решеткой, допускающих
мартенситные превращения. Уравнения статики, составляющие систему четырех
связанных нелинейных уравнений, сводятся к системе отдельных уравнений. Век-
тор макросмещений ищется в форме Папковича–Нейбера. Вектор микросмещений
находится из уравнения синус-Гордона с переменным коэффициентом (амплиту-
дой) перед синусом и уравнения Пуассона. Для случая постоянной амплитуды най-
ден класс двояко-периодических решений, которые выражаются через эллиптиче-
ские функции Якоби. Показано, что нелинейная теория приводит к набору реше-
ний, описывающих фрагментацию кристаллической среды, появление дефектов
структуры разного типа, фазовые превращения и другие особенности деформирова-
ния, которые реализуются под действием интенсивных силовых нагрузок и не опи-
сываются классической механикой сплошной среды.
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Для решения современных проблем получения и изучения новых материалов необхо-
димы аналитические модели, которые могли бы позволять прогнозирование эксплуата-
ционных и прочностных свойств получаемых материалов. Классическая континуальная
модель уже не применима к решению новых проблем в области наномасштабов. Была
предложена [1, 2] нелинейная модель деформирования кристаллических сред со сложной
решеткой, позволяющая описать специфические процессы деформирования, реали-
зуемые в современных технологиях получения новых материалов. Было показано [3],
что нелинейная модель может быть использована для описания мартенситных превра-
щений. В последние годы успешно разрабатывается механика многоуровневого дефор-
мирования и фазовых переходов, в том числе и мартенситных превращений [4, 5].

1 Аэро Эрон Люттович (14.05.1934–11.07.2016) – д-р физ. мат. наук, профессор, основатель и первый руко-
водитель лаборатории микромеханики материалов Ин-та проблем машиноведения РАН – один из созда-
телей современной моментной механики сплошных сред. Первым написал уравнения движения твердых
сред с вращательным взаимодействием частиц, удовлетворяющих принципу инвариантности к жесткому
вращению. Идеи, развитые в этих работах, были затем им и другими сотрудниками распространены на
вязкие жидкости и жидкие кристаллы. В последние годы он разработал нелинейную теорию кристалличе-
ских сред со сложной решеткой, описывающую особенности деформирования кристаллических сред, ко-
торые реализуются в современных технологиях получения новых материалов с наноструктурой.

Э. Л. Аэро
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1. Нелинейная модель деформирования кристаллических сред со сложной решеткой.
Ограничимся рассмотрением двух подрешеток, которые совмещаются сдвигом на по-
стоянный структурный вектор . Введем смещение  центра инерции пары атомов
элементарной решетки и относительного их смещения  внутри ячейки следующим
образом [6]:

(1.1)

Здесь  и  – смещения атомов с массами  и  первой и второй подрешеток. Век-
тор  учитывает изменение ближнего порядка в решетке, изменение внутренней гео-
метрии среды и ее структуры. Его можно принять за параметр порядка.

Уравнения движения, определяющие векторы  (акустическая мода) и
 (оптическая мода), получим из вариационного принципа

(1.2)

Функция Лагранжа  представляет собой разность между плотностью кинетической
энергии  и плотностью энергии деформирования :

(1.3)

(1.4)

Запятая в нижнем индексе означает частную производную по координате, индекс
которой указан после запятой, а точка сверху означает частную производную по вре-
мени. Далее  – средняя плотность массы атомов,  – приведенная плотность пары
атомов:

(1.5)

 – объем элементарной ячейки. Первые два слагаемых во втором выражении (1.4)
учитывают вклад в плотность энергии упругих макро- и микродеформаций; третье
слагаемое – плотность энергии взаимодействия акустической и оптической мод, оно
отвечает за принципиально важное взаимодействие поля деформаций с микроскопи-
ческим полем, с которым связана перестройка атомной конфигурации внутри эле-
ментарной ячейки кристаллической решетки. Тензоры  и  – коэффициенты
упругости и микроупругости,  – микроскопические модули взаимодействия аку-
стической и оптической мод,  и  – тензоры деформации и микродеформации

(1.6)

Последнее слагаемое во втором выражении (1.4) отвечает энергии жесткого сдвига
подрешеток и позволяет реализовать переходы через точки структурной неустойчивости
решетки с образованием, в частности, новых фаз типа мартенситных. Аргумент функ-
ции  равен скалярному произведению вектора  обратной решетки [7] на вектор :

(1.7)

Для кристаллов кубической, ромбической и тетрагональной систем векторы ,  и 
элементарной решетки взаимно ортогональны. Для этих систем взаимно ортогональ-
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ными будут и векторы обратной решетки. Для кристаллов кубической системы разме-
ры ячейки , а

(1.8)

Определение (1.8) называют физическим, в отличие от кристаллографического опре-
деления

(1.9)

которое принимается в настоящей работе, и следовательно, для кристаллов кубиче-
ской системы

(1.10)

По физическому смыслу функция  должна быть четной и периодической.
В общем случае (при выполнении условий Дирихле) ее можно разложить в ряд Фурье

(1.11)

Здесь учтено, что энергия взаимодействия подрешеток равна нулю, когда .
В пионерской работе [8] и большинстве современных работ ([9, 10] и др.) принимает-
ся, что

(1.12)

Множитель перед функцией 

(1.13)
представляет собой эффективный межатомный барьер – энергию активации связей.
Здесь  – половина энергии активации жесткого сдвига решеток, а  – тензор нели-
нейной механострикции. Выбор коэффициента  – весьма чувствительный инстру-
мент управления микроструктурой и структурой решетки с помощью макроскопиче-
ских полей деформаций и напряжений.

Отметим, что все материальные тензоры в выражении для плотности энергии де-
формирования , имеют четный ранг. Это значит, что рассматриваются кристалличе-
ские среды, обладающие центром симметрии, для которых тензор нечетного ранга об-
ращается в нуль. Градиентные слагаемые в выражении для плотности энергии  обес-
печивают ее инвариантность при микротрансляциях, а выбор функции 
обеспечивает инвариантность  к взаимным трансляциям подрешеток в некотором
заданном и фиксированном направлении. Смещение подрешеток на период (или це-
лое число периодов) означает переход подрешеток в новое, но кристаллографически
эквивалентное структурное состояние. При таком переходе происходит переключе-
ние связей и изменение ближайших соседей каждого атома, т.е. изменение локальной
топологии.

Уравнения движения, определяющие векторы  и , находим из
вариационного принципа. Их компоненты имеют вид

(1.14)

(1.15)

Выражение для тензора напряжений  отличается от классического двумя последни-
ми слагаемыми. Первые два слагаемых – упругая составляющая сдвигового напряже-
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ния, последнее – неупругая составляющая. Если в плоскости с нормалью n построить
вектор силы, соответствующий тензору , то этот вектор с компонентами Fi =
=  будет принципиально отличаться от первых двух: он квадратично зависит
от компонент вектора микросмещений , а его направление не зависит от направле-
ния . Вектор силы с компонентами  можно принять за силу трения.
Эти компоненты малы при малых микросмещениях и достигают предельно высокого
значения , когда  (предполагается, что функция  дается форму-
лой (1.12)), т.е. при сдвиге атомов из потенциальных ям на вершины межатомных по-
тенциальных барьеров. Очевидно, что значения компонент материального тензора  –
пределы неупругих напряжений, описывающие потери устойчивости решетки. Далее
возможны пластические деформации, фазовые переходы типа аустенитно-мартенсит-
ных и другие бифуркационные процессы. Они определяются полем микросмещений ,
которое является решением уравнений (1.15).

Тензоры , ,  симметричны к перестановке пар индексов и индексов па-
ры между собой. Далее, ради определенности, ограничимся рассмотрением кристал-
лических сред кубической симметрии (КСКС). Для них эти материальные тензоры
имеют независимыми лишь три компоненты. Пусть это будут

В дальнейшем от тензорных обозначений перейдем к более простым матричным обо-
значениям

предложенным Фойгтом [11]. Учтем, также, что для сред кубической симметрии
. Материальные соотношения для КСКС примут вид

(1.16)

Анизотропию КСКС характеризуют величины

(1.17)

(факторы анизотропии [12]). Если среда изотропная, то

(1.18)
2. Плоская деформация. Уравнения статики и их общее решение. Деформированное

состояние будем называть статически плоским, параллельным оси , если

(2.1)

Тогда уравнения статики в напряжениях, описывающие плоскую деформацию в рам-
ках нелинейной модели, примут вид

(2.2)

(2.3)
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Для КСКС

(2.4)

В уравнениях (2.3) и соотношениях (2.4) учтено, что для сред кубической системы
. Для этих сред

(2.5)

Уравнения статики в перемещениях получаются при подстановке выражений (2.4)
и (2.5) соответственно в уравнения (2.2) и (2.3):

(2.6)

(2.7)

Здесь

и, кроме того, принято, что среда слабо анизотропная, т.е. , , . Реше-
ния уравнений плоской деформации анизотропной среды были рассмотрены ранее [13].

Уравнения статики (2.6) и (2.7) – это система четырех связанных нелинейных урав-
нений. Вектор макросмещений  будем искать в виде Папковича–Нейбера

(2.8)

Здесь a, χ и  – произвольная постоянная, скалярная функция  и векторная
функция . Если выражение (2.8) подставить в уравнение (2.6), то можно убе-
диться, что оно будет решено, если векторы  и  удовлетворяют уравнению

(2.9)

а скалярная функция  – решение уравнения Пуассона

(2.10)

Если выражение (2.8) подставить в уравнение (2.7), то его можно привести к следую-
щему:

(2.11)

Из уравнения (2.11) видно, что уравнение (2.7) будет решено, если принять, что
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Из последнего уравнения (2.12) с помощью уравнения (2.9) можно исключить  и
получить отдельные уравнения для нахождения вектора микросмещений 

(2.13)

которые преобразуются к более простому виду. Если их сложить, то после элементар-
ных алгебраических преобразований получаем уравнение для нахождения 

(2.14)

Для определения вектора микросмещений  к уравнению (2.14) нужно добавить
уравнения для нахождения компоненты  или . Они имеют вид

(2.15)

Таким образом, реализация нелинейной модели сведена к решению уравнения (2.14).
Если функция  найдена, то компонента  или , как видно из соотношений (2.15),
определяется из решения уравнения Пуассона с известной функцией . К решению
уравнения Пуассона приводят и задачи нахождения скалярной функции :

(2.16)

и вектора  из уравнения (2.8).
3. Решения уравнений оптической моды и соответствующие им структуры микродефор-

маций. В литературе отсутствуют аналитические методы решения уравнения СГ с пе-
ременной амплитудой. Были построены [14] функционально-инвариантные решения
(2 + 1)- и (3 + 1)-мерных уравнений СГ для частного вида амплитуд. Уравнение (2.14)
можно привести к хорошо изученным случаям постоянной амплитуды [15–18], если
наложить некоторые ограничения на модель или на поле микродеформаций. Так, ес-
ли не учитывать зависимость потенциала взаимодействия подрешеток от деформации
среды, т.е. принять , то уравнение (2.14) становится уравнением СГ с постоянны-
ми коэффициентами  и :

(3.1)

Оно же получится, если допустить, что

(3.2)
В случае, когда поле микросмещений удовлетворяет уравнению

(3.3)

уравнение (2.14) станет двойным уравнением СГ с постоянными  и  коэффициен-
тами:

(3.4)

Как было показано выше, функция  позволяет рассчитать макроскопические
( , ) и микроскопические ( , ) смещения. Для этого нужно поставить и решить
соответствующую краевую задачу. Решению краевых задач должно предшествовать
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построение общего решения уравнений нелинейной модели, что является основным
содержанием настоящей работы. Авторы ограничились нахождением частного вида
функции . Функция  имеет простой механический смысл – это микро-
смещение вдоль вектора обратной решетки. Она описывает перестройку кристалличе-
ской решетки в поле внешних напряжений. На простых решениях уравнений (3.1) и
(3.2) рассмотрим примеры образующихся структур.

В литературе широко известен метод решения уравнения СГ (3.1), основанный на
подстановке

(3.5)

(3.6)

Здесь a, b, c, d – произвольные постоянные, причем . Решение (3.5) основа-
но на предположении, что . Если , то решением уравнения (3.1) будет

(3.7)

Подстановку (3.5) связывают с Лэмом (G.L. Lamb Jr.) [19], хотя первым ее использо-
вал Steuerwald [20].

Функции  и  находятся из соотношений (3.6) обращением соответствую-
щих эллиптических интегралов методом Лежандра. Способ Лежандра достаточно
сложный. Был предложен [21] метод нахождения функций  и , основанный
на дифференциальных уравнениях, которым удовлетворяют эллиптические функции
Якоби (модифицированный метод Лэма). Предложенный подход позволяет получить
широкий класс двоякопериодических решений СГ уравнения. Ниже приведены при-
меры решений из этого класса и представлены их графические изображения. На ле-
вых фрагментах фигур микросмещение  лежит в плоскости OXY в направлении
вертикальной оси, а на правых фрагментах микросмещение перпендикулярно плос-
кости OX 'Y ', для которой вектор  – нормаль.

На фиг. 1–4 показаны микросмещения, которые описываются соответствующим
решением, согласно данным, указанным в таблице 1 и содержащим полный эллипти-
ческий интеграл первого рода  и эллиптические функции Якоби.

На фиг. 1 видно, что в среде возникают дефекты типа микропор. В случаях, пред-
ставленных на фиг. 2–4, возникает сверхрешетка. На фиг. 2 среда внутри фрагмента
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деформирована неоднородно, верхние и нижние плоскости фрагментов сильно сжа-
ты. На фиг. 3 и 4 фрагменты деформированы резко неоднородно, нарушается сплош-
ность среды, причем на фиг. 3 видны возникающие дефекты типа микропор сложной
формы, а на фиг. 4 внутри фрагментов микропоры не образуются.
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Таблица 1.

Фиг.
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0.4 0.2

ν

2 2

2
1K ( )

A H
ν

2 2

2
2K ( )

A B 2A ν1 ν2

 ν
 ν 

2

1

tn( / , )= 4 arctg
sn( / , )s

y Bu A
x H

− ν −2 2 2
1( 1)( 1)A A − ν −2 2 2

1( 1)( 1)A A −− ν ν2 1
21

π + ν ν1 2= 4 arctg[ sn( / , ) sn( / , )]su A x H y B

+ + ν2 2 2
1(1 )( )A A + + ν2 2 2

2(1 )( )A A ν ν1 2

 π +  ν ν 1 2
= 4 arctg

tn( / , ) sn( / , )s
Au

x H y B

− − − ν2 2 2
1(1 )(1 (1 ))A A − ν −2 2 2

2(1 )( 1)A A
ν − ν2

2 1

1

1

 νπ +  ν ν 

2

1 2

cn( / , )= 4 arctg
tn( / , ) dn( / , )s

A y Bu
x H y B

− − − ν2 2 2
1(1 )(1 (1 ))A A − − − ν2 2 2 2

1(1 )(1 (1 ))A A A ν

− ν
2

2
11
Модифицированный метод позволяет из решений, которые выражаются через эл-
липтические функции Якоби, построить решения, которые выражаются через круго-
вые или гиперболические функции. Это можно сделать, если воспользоваться извест-
ными предельными соотношениями

(3.8)

Находим (  – произвольная постоянная).

(3.9)

На фиг. 5 изображено микросмещение, которое описывает первое решение (3.9),
при . Видно, что в плоскости  возникают регулярно расположенные по-
ры. Объем кристалла практически недеформирован.

Приведенные примеры показывают, что построенная нелинейная теория кристал-
лических сред описывает структуры, которые реализуются в современных технологи-
ях получения материалов с наноструктурой под действием интенсивных внешних воз-
действий.

4. Заключение. Найдены точные аналитические решения уравнений нелинейной
модели деформирования кристаллических сред со сложной решеткой для случая
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плоской деформации. Решение системы четырех связанных нелинейных уравнений,
из которых определяются макроскопические ,  и микроскопические ,  сме-
щения, сведено к решению уравнения СГ с переменным коэффициентом (амплиту-
дой) перед синусом. Из него находится функция  – микросмещение вдоль вектора
обратной решетки. Макро- и микросмещения находятся из решений соответствую-
щих уравнений Пуассона, правые части которых однозначно определяются функ-
цией . Полученные общие решения позволяют на основе уравнений нелинейной
модели проводить конкретные инженерные расчеты современных технологий получе-
ния новых материалов и режимов их эксплуатации.

Авторы благодарят А.Л. Корженевского за обсуждения.
Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (16-01-

00068-а, 17-01-00230-а).
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