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Изучается плоское вращательное движение спутника в центральном ньютоновском
поле сил на эллиптической орбите. Спутник моделируется динамически симметрич-
ным твердым телом с жестко прикрепленными по оси симметрии гибкими вязко-
упругими стержнями. При отсутствии деформаций в стержнях центральный эллип-
соид инерции спутника представляет собой сферу. Получена усредненная система
уравнений возмущенного движения вблизи резонанса 1:1 при малых значениях экс-
центриситетов. Обоснован захват в спин-орбитальный резонанс 1:1.
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Как известно, большинство крупных естественных спутников планет Солнечной
системы вращаются синхронно: угловая скорость собственного вращения совпадает
со средней скоростью движения по орбите (тогда спутник обращен к планете одной
стороной). Однако синхронное вращение сферически симметричного спутника на эл-
липтической орбите неустойчиво и ведет к ускорению его вращения [1]. Наблюдаемое
синхронное вращение спутников планет можно объяснить тем, что большинство из
них имеют постоянные квадрупольные моменты, т.е. постоянные горбы (отклонения
от сферичности).

Для изучения спин-орбитального взаимодействия рассмотрим модель спутника в
виде твердого осесимметричного тела с жестко прикрепленными по оси симметрии
вязкоупругими стержнями. Предполагается, что при отсутствии деформаций в стерж-
нях главные центральные моменты инерции спутника равны между собой, т.е. его
центральный эллипсоид инерции – сфера. Такая модель учитывает и отклонения от
сферичности, и диссипативный аспект.

Ранее [2] рассматривалась неограниченная постановка задачи о поступательно-вра-
щательном движении описанной модели спутника в центральном ньютоновском поле
сил. Было показано, что в стационарном движении центр масс спутника движется по
круговой орбите, а спутник неподвижен в орбитальной системе координат, т.е. его
собственная угловая скорость совпадает с орбитальной. Переход к плоской ограни-
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ченной постановке задаче в данной работе обусловлен малостью линейных размеров
спутника по сравнению с характерным размером орбиты [3]. Кроме того, эффект
стремления эллиптических орбит к круговым за счет внутренней диссипации на мно-
го порядков слабее эффекта стабилизации спутников в окрестности плоских враще-
ний вокруг нормали к плоскости орбиты [4, 5].

1. Постановка задачи. Уравнения движения. Пусть спутник, представляющий собой
симметричное твердое тело, вдоль оси симметрии которого расположены два гибких
вязкоупругих стержня, движется в центральном ньютоновском гравитационном поле
на эллиптической орбите. Введем инерциальную систему координат  с началом
в притягивающем центре, совпадающем с одним из фокусов эллипса. Ось  напра-
вим по радиус-вектору перигея. Для описания вращательного движения спутника вве-
дем подвижную систему координат , жестко связанную со спутником, и систе-
му осей Кёнига . Точка  − центр масс спутника при отсутствии деформации
стержней, когда стержни прямолинейны и расположены вдоль оси . Предполагает-
ся, что центр масс спутника  движется по эллиптической орбите в плоскости ,
ось  перпендикулярна плоскости орбиты, точки стержней перемещаются в плоско-
сти , совпадающей с плоскостью орбиты (фиг. 1).

Радиус-вектор точки стержня в системе координат , согласно линейной тео-
рии изгиба тонких нерастяжимых стержней, имеет вид [2, 4]

(1.1)

где  − отклонение сечения стержня с координатой  при изгибе,  − орт оси 
( ).

Обозначим через  радиус-вектор точки . В системе координат 
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(1.3)

где  − истинная аномалия,  − большая полуось орбиты точки ,  − эксцентриситет
орбиты,  − среднее движение центра масс  по орбите,  − средняя аномалия,  −
универсальная гравитационная постоянная,  − масса притягивающего центра,  −
начальный момент времени. Величины , ,  − постоянные, точкой сверху обозначе-
на производная по времени .

Пусть  − область в , занимаемая твердым телом и двумя недеформированными
стержнями. Радиус-вектор точки M спутника в системе координат  имеет вид

где ,  для точек твердого тела,  − оператор перехода от подвижной системы
координат  к системе осей Кёнига . Обозначим через  угол между ося-
ми  и . Тогда

(1.4)

Скорость точки  спутника определяется равенством

(1.5)

Кинетическая энергия спутника представляется функционалом

(1.6)

Здесь  − мера на области  − масса спутника,  − линейная плотность стержней,
которую считаем постоянной. Учтено равенство (1.5).

Потенциальная энергия гравитационного поля имеет вид

(1.7)

Введем обозначение для орта вектора , задаваемого в подвижной системе коорди-
нат :

(1.8)

С учетом того, что , преобразуем функционал (1.7), сохраняя квадратичные
члены по  и линейные по  к виду

(1.9)
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где  – изгибная жесткость стержня,  – постоянная, характеризующая рассеяние
энергии в стержне при изгибе ( ).

Уравнения движения выпишем в форме уравнений Рауса. Для этого от обобщенной
скорости  перейдем к обобщенному импульсу . Учитывая второе равенство (1.5)
и выражение (1.6), выделим в функционале кинетической энергии квадратичную и
линейную части по :

(1.10)

Отсюда получаем

(1.11)
Функционал Рауса имеет вид [2, 4]

(1.12)
При этом в правой части равенства (1.12) необходимо выразить  из соотношения (1.11).

Введя обозначения для координат вектора  = :

(1.13)

получим следующее выражение для функционала Рауса:

Здесь R и  − заданные функции времени согласно соотношениям (1.3),  − момент
инерции спутника с недеформированными стержнями относительной оси  (i = 1, 2, 3).

Уравнения движения спутника записываются в форме уравнений Рауса

(1.14)

т.е. в виде сложной системы интегро-дифференциальных уравнений. Конфигураци-
онным пространством задачи является прямое произведение

 − пространство Соболева. Для дальнейшего исследования применяется метод
разделения движений [6, 7], основанный на предположении, что время затухания соб-
ственных колебаний стержней на наинизшей частоте много больше периода этих ко-
лебаний и много меньше характерного времени движения спутника как механической
системы в целом.
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2. Построение возмущенной системы уравнений движения. Введем малый параметр

где  − постоянная, ограничивающая модуль начальной угловой скорости спутника.

Можно выбрать масштабы размерных единиц так, чтобы , тогда .
Если , то будем полагать . Это означает, что стержни не деформируются и
спутник движется как твердое тело. В этом случае функционал Рауса имеет вид

Уравнения невозмущенного движения выглядят следующим образом

(2.1)

При  после затухания собственных колебаний вязкоупругих стержней, соглас-
но методу разделения движений [4, 6], решение последнего уравнения (1.14) будем ис-
кать в виде разложений по малому параметру :

Для функции  первого приближения по  получим

(2.2)

Здесь  − дифференциальный оператор, порожденный дифференциальным выраже-

нием  =  и краевыми условиями

Переменные I и  в правой части уравнения (2.2) − решения невозмущенной системы
уравнений (2.1). Используя соотношения (1.3), (1.8), (1.13) и (2.1), преобразуем уравне-
ние (2.2) к виду

(2.3)

Частное решение уравнения (2.3), установившееся после затухания собственных
колебаний стержней, можно представить в виде ряда [2, 4]

(2.4)
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В правой части равенства (2.5) дифференцирование по времени производится в силу
невозмущенной системы уравнений (2.1), т.е.
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На следующем шаге необходимо линеаризовать правые части системы двух первых
уравнений (1.14) по  и  и подставить полученное приближенное решение .
В результате возмущенная система уравнений движения спутника примет вид

(2.8)

Введем безразмерную переменную , приближенно равную отношению
собственной угловой скорости вращения спутника к среднему движению по орбите, и
используем обозначения (1.3). Тогда из системы (2.8) с учетом равенств (2.6) получим
следующую систему уравнений возмущенного движения спутника:

(2.9)

3. Эволюционная система уравнений движения вблизи резонанса 1:1. Проведем про-
цедуру усреднения возмущенной системы уравнений (2.9) вблизи резонанса 1:1, когда
значения переменной  близки к единице. В правые части первых двух уравнений си-
стемы (2.9) средняя аномалия входит неявным образом через истинную аномалию.
При малых значениях эксцентриситетов справедливы равенства [1]

Введем полубыструю переменную  [8]. Вблизи резонанса 1:1 перемен-
ная  становится медленной. Далее проведем усреднение только по одной быстрой
угловой переменной – средней аномалии . Полученная в результате указанных пре-
образований система уравнений движения спутника

(3.1)

имеет две серии стационарных решений:
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1.0

1.1

k

0.9
� � 2�0
Первая серия соответствует движению спутника, при котором он все время обращен
одной стороной к притягивающему центру, а стержни либо почти направлены к при-
тягивающему центру, либо почти перпендикулярны радиус-вектору центра масс. Вто-
рая серия соответствует движению спутника в резонансе 1:1, когда угол между его
осью симметрии и прямой, соединяющей его центр масс с притягивающим центром,
близок к значению π/4 или –π/4.

Проведенный анализ устойчивости полученных стационарных решений на основе
линеаризованных уравнений показал, что стационарные решения первой серии не-
устойчивы, а второй серии – асимптотически устойчивы.

На фиг. 2 представлена интегральная кривая системы уравнений (3.1) в плоско-
сти ( , ) для следующих начальных данных и значений параметров:

построенная в среде Octave. Интегрирование проводилось на отрезке времени, соот-
ветствующем 100 оборотам спутника вокруг притягивающего центра. Как видно из
графика, угол  сначала монотонно увеличивается, а затем происходит захват в резо-
нанс около значения 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Murray C.D., Dermott S.F. Solar System Dynamics. Cambridge: Univ. Press, 1999. 592 p. = Мюррей К.,
Дермотт С. Динамика Солнечной системы. М.: Физматлит, 2010. 588 с.

2. Вильке В.Г., Шатина А.В. Эволюция движения симметричного спутника с гибкими вязко-
упругими стержнями в центральном ньютоновском поле сил // Космич. иссл. 1999. Т. 37.
Вып. 3. С. 289−295.

3. Белецкий В.В. Движение искусственного спутника относительно центра масс. М.: Наука,
1965. 416 с.

4. Вильке В.Г. Аналитическая механика систем с бесконечным числом степеней свободы. Ч. 1,
2. М.: Изд-во мех.-мат. фак. МГУ, 1997. Ч. 1. 216 с. Ч. 2. 160 с.

5. Амелькин Н.И. Об асимптотических свойствах движений спутников в центральном поле, обу-
словленных внутренней диссипацией // ПММ. 2011. Т. 75. Вып. 2. С. 205−223.

6. Вильке В.Г. Разделение движений и метод усреднения в механике систем с бесконечным чис-
лом степеней свободы // Вестн. МГУ. Сер. 1. Матем., мех. 1983. Вып. 5. С. 54−59.

7. Черноусько Ф.Л. О движении твердого тела с упругими и диссипативными элементами //
ПММ. 1978. Т. 42. Вып. 1. С. 34−42.

8. Арнольд В.И., Козлов В.В., Нейштадт А.И. Математические аспекты классической и небесной
механики. М.: Эдиториал УРСС, 2009. 416 с.

k ψ

= ψ = ε = χ = =1(0) 1.09, (0) 0, 0.01, 0.8, 0.01k n e

ψ
ψ = π7 4 .


	СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


