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1. Введение. Исследование прохождения упругих волн через периодические решет-
ки – важная проблема при ультразвуковом неразрушающем контроле материалов,
при изучении распространения звука, а также при использовании электромагнитных
волноводов с диафрагмами. Различные численные методы были применены в двумер-
ных задачах с периодическими отверстиями произвольной формы [1–4]. Несмотря на
высокую точность компьютерных результатов, существует лишь несколько аналити-
ческих теорий. На практике аналитические результаты могут быть получены в случае
режима низких частот при слабом взаимодействии волн, когда некоторые приближен-
ные результаты можно установить в аналитической форме. Таким образом, аналити-
ческие методы, приводящие к явным формулам для соответствующих параметров рас-
сеяния, справедливы, как правило, только в определенном низкочастотном пределе.
Были получены [5–9] аналитические формулы для параметров отражения и прохож-
дения в режиме одной моды для акустических и электромагнитных волн, проникаю-
щих сквозь двояко- и троякопериодические массивы отверстий и объемных препят-
ствий произвольной формы. В плоских задачах распространения волн через периоди-
ческие массивы трещин в упругих твердых телах рассматривались однопериодические
[10, 11] и двоякопериодические [12, 13] системы. Все упомянутые источники относят-
ся к скалярной волновой теории.

В настоящей работе продолжается изучение двоякопериодических структур парал-
лельных трещин произвольной конфигурации в трехмерной постановке. Обсуждается
пример прямоугольных трещин. Тематика исследования связана с рядом публикаций
([14, 15] и др.), однако здесь применяется другая методика. Как и в некоторых предше-
ствующих работах, принято, что а) распространяется только одна мода при нормаль-
ной падающей волне ( , ), где  – волновое число для поперечной волны,2ak π2 <ck 2k
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и  – периоды решеток, б) вертикальные плоскости с массивами трещин находят-
ся достаточно далеко друг от друга, так что

(1.1)

где  – расстояние между двумя плоскостями, в которых расположены трещины.
Цель настоящей работы – развитие полуаналитических подходов к вычислению ха-

рактеристик отражения и прохождения в упругих трехмерных задачах, а также обнару-
жение ряда новых физических свойств, характерных только для упругих задач, отсут-
ствующих в скалярном случае. Изучаемые проблемы связаны с теорией и практикой
использования акустических метаматериалов, которые обладают, благодаря специ-
фической внутренней структуре, свойствами акустических фильтров, т.е. свойствами
запирания распространяющейся волны на определенных интервалах частот. Это явле-
ние было недавно обнаружено эспериментально [16]. Некоторые фундаментальные
аспекты, связанные с акустическими метаматериалами, обсуждаются и в ряде других
источников [17–19].

Пространственные задачи акустики в средах (в том числе и упруго-анизотропных) с
периодическими системами включений как в длинноволновом приближении, так и в
случае более коротких волн, рассматривались и в других работах [20–24].

2. Математическая постановка задачи. Рассмотрим трехмерную упругую среду, ко-
торая содержит пару параллельных вертикальных двоякопериодических массивов со-
параллельных трещин, расположенных при  и  соответственно; расстояние

 между системами трещин определяет третий период. Период решетки вдоль оси 
равен , вдоль оси  равен . Будем считать режим колебаний гармоническим по

времени с множителем , который в дальнейшем опускаем. Если изучается паде-

ние плоской продольной волны  на рассматриваемую решетку вдоль положитель-
ного направления оси , то в силу симметрии задача эквивалентна рассмотрению вол-
новода шириной  вдоль оси  и  вдоль оси  (фиг. 1). Принимается, что продоль-
ная плоская волна в форме

(2.1)

приходит из , порождая рассеянное поле перед первым массивом ( ), между
первым и вторым ( ) и после второго ( ). Тогда потенциалы Ламе, удо-
влетворяющие уравнению Гельмгольца в соответствующих областях, могут быть пред-
ставлены в виде тригонометрических рядов Фурье по переменным  и :

(2.2)

(2.3)
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где

Большими буквами, кроме ,  и , обозначены неизвестные постоянные, 
и  – продольные и поперечные волновые числа,  и   продольная и попе-
речная скорости волн в среде ,  и  – коэффициенты отражения и прохож-
дения, суммирование ведется по .

Следует отметить, что представления (2.2)–(2.4) – точные для произвольных значе-
ний волновых чисел  и , даже в случае, когда квадратные корни  и  могут при-
нимать комплексные значения. Однако ограничимся рассмотрением случая одной
моды: , , тогда ,  для всех .
При  имеем  и  в соответствии с условием излучения.
Кроме того, принимается, что массивы находятся на достаточно большом расстоянии
друг от друга.

Компоненты тензора напряжений и вектора перемещений могут быть выражены
через потенциалы Ламе в виде

(2.5)

− −−

− −

ϕ +
⎧ ⎫ ⎧ ⎫ψ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ψ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎩ ⎭ ⎩ ⎭ψ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∑

∑

1 ( )( )

1
1

( )2
2

3
3

> : = cos( ) cos( )

sin sin
= cos ( ) sin ( ),

sin cos

nj

nj

q x Dr ik x D
nj n j

r
nj

r x Dr
nj n j

r
nj

x D Te C e a y c z

D

D e a y c z

D

+ − + − π π2 2 2 2 2 2
1 2= , = , = / , = /nj n j nj n j n jq a c k r a c k a n a c j c

D R T ω1 = / pk c
ω2 = / sk c pc sc −

( > )p sc c R T
+ > 0n j

1k 2k njq njr

π1 20 < < <k a k a π1 20 < < <k c k c > 0njq > 0njr + …= 1,2,n j
= = 0n j −00 1=q ik −00 2=r ik

⎛ ⎞σ ∂ ψ ∂ ψ∂ ϕ− ϕ + + −⎜ ⎟μ ∂ ∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ σ∂ ψ ∂ ψ∂ ψ ∂ ψ∂ ϕ ∂ ϕψ + + − − ψ + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ ∂ ∂ ∂ ∂ μ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂ψ ∂ψ∂ϕ + −

∂ ∂ ∂

2 22
2 2 3 2

1 2 2

2 22 22 2
2 23 32 2
2 3 2 22 2

3 2

= (2 ) 2

= 2 , = 2

= ( , 123)

xx

xy xz

x

k k
y x z xx

k k
x y z y x z z yy z

u xyz
x y z



75ПРОСТРАНСТВЕННАЯ ЗАДАЧА О ПРОХОЖДЕНИИ УПРУГОЙ ВОЛНЫ
Потенциалы  следует рассматривать с дополнительным условием

(2.6)

Принимая непрерывность поля перемещений , ,  вне области трещины, вве-

дем неизвестные функции  ( ; ), такие, что

(2.7)

Физический смысл этих функций – относительные смещения левого и правого бере-
гов трещины вдоль соответствующих декартовых координат.

Ввиду очевидной симметрии задачи, функция  – четная по переменным  и
, функция  – нечетная по  и четная по , функция  – четная по  и нечет-

ная по .
Теперь формулы (2.5) и (2.7) могут быть использованы для представления всех по-

стоянных, входящих в потенциалы (2.2)–(2.4) в терминах функций  ;
). По аналогии с плоской задачей [11] можно доказать, что при учете естествен-

ной геометрической симметрии в рассматриваемой задаче относительные тангенци-

альные смещения между берегами трещины всюду равны нулю: , . Тогда
ортогональность тригонометрических функций приводит соотношения (2.7) к следу-
ющим равенствам:

(2.8)
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положение (1.1), после некоторых рутинных преобразований получаем основную си-
стему интегральных уравнений (ИУ)

(2.10)

, ,  – символ Кронекера,  – функция Релея.
Рассмотрим вспомогательное ИУ

(2.11)

Очевидно, что

(2.12)

где
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Интегрирование соотношений (2.12) по области  дает систему линейных алгебраи-
ческих уравнений относительно неизвестных 
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Здесь  – интеграл от решения вспомогательного ИУ (2.11), из ко-

торого следует, что функция  – вещественнозначная в режиме одной моды, зна-
чит, и величина  имеет вещественное значение.

Как только вспомогательное ИУ (2.11) и система (2.14) решены, все необходимые
характеристики волнового поля могут быть легко найдены. В частности, коэффици-
енты отражения и прохождения определяются по формулам

(2.15)
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Следовательно, сумма, определяющая ядро, может быть представлена в виде

или

(3.2)

Здесь  – регулярная функция, функция  – сумма регулярной и нерегулярной
функций.

Продемонстрируем математические преобразования для случая . Вводя без-
размерные переменные ,  и затем опуская тильды, получаем представ-
ление

(3.3)
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Окончательно, функция  в равенствах (3.2) представляется в виде

(3.6)

Функции  и  вычисляются явно через сведение к табличным рядам [25]:

(3.7)

где  – постоянная Эйлера [26].
Таким образом, для ядра (3.2) основного ИУ (2.11) имеем

(3.8)
где

Полученное сингулярное представление ядра при малых аргументах содержит двумер-

ный гиперсингулярный член , хорошо известный в линейной теории
упругости для трещин в неограниченной среде [27].

4. Численное решение вспомогательного уравнения. Основное ИУ (2.11) при исполь-
зовании нового представления ядра (2.16), (2.17) перепишем в безразмерной форме
( )

(4.1)

Для обеспечения устойчивого счета в представленных численных расчетах использу-
ются дискретные квадратурные формулы для двумерных гиперсингулярных ядер, ос-
нованные на применении “метода дискретных вихрей” [27], согласно которому, при
дискретизации уравнения (4.1) устойчивое поведение гиперсингулярных ядер дости-
гается за счет выбора двух различных сеток узлов для “внутренних” ,  и “внешних”
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равных малых подинтервалов и интервал  на  подынтервалов, и, если “внут-
ренние” узлы по каждой из декартовых координат  и  взяты точно в концах соответ-
ствующих подинтервалов, тогда “внешние” узлы следует брать каждый раз в середине
между двумя соседними “внутренними” узлами:

Такая дискретизация в равенстве (4.1) означает

(4.2)

Было показано [24, 28], что здесь интегрирование гиперсингулярных ядер можно
провести с использованием стандартных первообразных, так же как и для обычных не-
прерывных функций. Для двойного интеграла используется табличный интеграл [25]

(4.3)

В результате уравнение (4.2) сводится в дискретной форме к следующей системе ли-
нейных алгебраических уравнений:

(4.4)

Было доказано [24], что применяемый метод дискретных вихрей автоматически
обеспечивает выполнение требуемого условия: раскрытие трещины должно стремить-
ся к нулю с приближением к внешней границе (периметру области ). В начальной
непрерывной форме (см. уравнения (2.11) и (2.12)) это следует из качественных
свойств соответствующих гиперсингулярных уравнений, а в дискретной форме это
обеспечивается использованием специфического численного метода [25].

Некоторые примеры расчета представлены на фиг. 2 и фиг. 3 при отношении ско-
ростей в упругом материале . Верхняя часть фиг. 2 отражает поведение
коэффициента прохождения  как функцию параметра частоты для прямоугольной
трещины разной конфигурации при постоянной площади области (прямоугольника
со сторонами , ):  при , , . В нижней ча-
сти показано поведение коэффициента прохождения в зависимости от параметра ча-
стоты для квадратных трещин при , ,  и разных относительных раз-
мерах трещины.

Коэффициент прохождения как функция расстояния между массивами для фикси-
рованных значений относительного размера квадратной трещины  изображен на
фиг. 3 при , , .

Здесь не демонстрируются графики для коэффициента отражения , так как он

связан с коэффициентом прохождения  простым соотношением:  = .
5. Заключение. Необходимо оценить, в каком физическом режиме материал с рас-

смотренной внутренней структурой может иметь свойства акустического фильтра.
Физически, метаматериалы, работающие как акустический фильтр, значительно по-
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давляют проникающую волну (низкое значение ), т.е. имеет место так называемое
запирание в определенных диапазонах частот. Если зафиксировать область трещины

 и расстояние  ( ), то поведение функции  демонстрирует
свойство акустического фильтра для разных соотношений между сторонами прямо-
угольной области  (верхняя часть фиг. 2). Нетрудно оценить, что расхождение зна-
чений коэффициента  для прямоугольных трещин одинаковой площади, но разной
конфигурации, может достигать 30%.

Если задать величины  и , то поведение коэффициента  в зависимости от
расстояния между параллельными массивами  показывает (фиг. 3), что для длин-
ных трещин имеет место почти полное запирание на большей части интервала изме-

T

0 =S bd D / = 4D a π2( / )T ak

0S
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/b a 2ak T
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D/a

4

нения параметра , кроме некоторых узких участков, где  приближается к еди-
ничному значению.

Из графиков нижней части фиг. 2 следует, что подавляемый коэффициент прохож-
дения  на трех частотных диапазонах одномодового интервала спадает боль-
ше с увеличением относительного размера трещины. В случае  для квадратных
трещин разных размеров диапазон частот наиболее сильного запирания расположен в
верхней части одномодового интервала (0.85 <  < 0.99). Это происходит в случае
трещин среднего (  при  = 0.64) и большого (  = 0.9 при

 = 0.81) размера. Можно заметить, что для более крупных трещин этот
интервал длиннее.

Из проведенного анализа следует, что требуемое управление свойствами акустиче-
ского фильтра в рассматриваемой системе достигается выбором как длины трещины,
так и расстояния между двумя соседними вертикальными массивами, содержащими
периодические системы трещин. Предлагаемый метод может применяться и для более
сложных волновых задач с большим числом параллельных вертикальных массивов,
содержащих двоякопериодические системы трещин.

В принятой здесь постановке автором совместно с М.А. Сумбатяном была рассмот-
рена двумерная задача для двух параллельных массивов трещин [29] и задача о распро-
странении волн через двоякопериодический и троякопериодический массивы трещин
в трехмерной постановке [30, 31], а также представлено развитие полуаналитического
метода решения задач высокочастотной дифракции упругих волн на трещине [32].

/D a T

π2( / )T ak

/ = 3D a

π2/ak

/ = 0.8b a 0/ = ( )/( )S S bd ac /b a

0/ = ( )/( )S S bd ac
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