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Рассматривается взаимообусловленное динамическое поведение двумерной упругой
системы в форме полосы и движущегося по ней одномерного механического объек-
та. Плотность функции Лагранжа двумерной системы зависит от обобщенных коор-
динат и их производных до второго порядка включительно, а лагранжиан движуще-
гося объекта в качестве одной из обобщенных координат содержит закон движения,
являющийся неизвестной функцией задачи. Получены физически и математически
корректные условия на движущейся границе как результат постановки самосогласо-
ванной краевой задачи, основанной на вариационном принципа Гамильтона. В ка-
честве примера приводится постановка задачи о безотрывном движении стержня,
совершающего изгибные и крутильные колебания, вдоль пластины, при учете инер-
ции вращения ее элементов. Выведены дифференциальные и интегральные законы
изменения энергии и волнового импульса как для всей сложной системы в целом,
так и для отдельных ее частей. Найдены соотношения между компонентами вектора
плотности потока энергии и тензора плотности потока волнового импульса, спра-
ведливые на движущейся границе.
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Развитый ранее подход к постановкам краевых задач динамики двумерных систем с
движущимися нагрузками и закреплениями, основанным на вариационном принципе
Гамильтона–Остроградского [1, 2], обобщается ниже на случай, когда лагранжианы
двумерной и одномерной систем зависят от обобщенных координат и их производных
до второго порядка, включая и смешанные производные по пространственной и вре-
менной переменным. Обсуждаются эффекты, связанные с учетом этих дополнитель-
ных производных.

1. Постановка задачи. Краевые условия на движущихся границах. Рассмотрим дву-
мерную систему, состоящую из полосы шириной  и длиной ,
вдоль которой безотрывно движется по неизвестному закону  одномерный
механический объект, например, струна, балка и т.п.

В пространстве xyt, где x, y – пространственные переменные, t – время, рассмотрим
область

≤ ≤ 00 y b ≤ ≤1 2x x x
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и ее проекцию на плоскость yt

Поверхность ,  делит область D на части  и  [2]. Колебания дву-
мерной системы описываются некоторой непрерывной в D вектор-функцией

причем вектор-функции  дважды непрерывно дифференцируемы в обла-
стях  ( ) соответственно. Будем полагать, что плотность функции Лагранжа

двумерной системы зависит от вектор-функции обобщенных координат и ее произ-
водных до второго порядка включительно. В отличие от предыдущего подхода [1, 2]
здесь учитываются смешанные производные обобщенных координат по простран-
ственной и временной переменным. Одномерный объект характеризуется плотностью
функции Лагранжа

одна из обобщенных координат которой – закон движения , являющийся неиз-
вестной функцией задачи. Здесь

L и  – дважды непрерывно дифференцируемые функции по совокупности своих ар-
гументов.

Динамическое поведение направляющей и движущегося по ней объекта взаимо-
обусловлено [1, 2], а именно: характер колебаний двумерной системы зависит от зако-
на движения объекта, а движение последнего происходит под действием как внешних
сил, так и сил реакции со стороны направляющей.

Введем обозначения дифференциальных операторов

Записывая вариационный принцип Гамильтона для всей системы и решая соответ-
ствующую вариационную задачу [2–5] в предположении, что обобщенные координа-
ты заданы в начальный ( ) и конечный ( ) моменты времени и на границах по-
лосы ( , ), находим, что вектор-функция обобщенных координат
удовлетворяет уравнению

(1.1)
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и условиям на движущейся границе , 

(1.2)

(1.3)

(1.4)

где

Здесь и далее верхний индекс j = 1, 2 для краткости опущен, (·, ·) – скалярное произве-
дение векторов.

В правые части соотношений (1.1)–(1.3), как это обычно делается, введены до-
бавки q, q1 q2, q3, учитывающие действия сторонних и диссипативных сил, учет ко-
торых при постановке вариационных задач сопряжен с некоторыми трудностями.
N и M – плотности обобщенных сил, действующих со стороны двумерной системы,
F – линейная плотность сил давления волн со стороны двумерной направляющей.
Уравнение (1.1) описывает динамику двумерной системы, (1.2) и (1.3) – баланса обоб-
щенных сил на движущейся границе, причем (1.3) – закон движения объекта относи-
тельно упругой полосы, соотношения (1.4) – условия непрерывности двумерной си-
стемы и безотрывного движения вдоль нее объекта. В случае заданного закона движения,
уравнение (1.3) определяет силу, необходимую для поддержания такого движения.

Для полной постановки задачи (1.1)–(1.4) следует добавить условия на краях поло-
сы и начальные условия, удовлетворяющие условиям согласования с граничными.

Зависимость функций  и  от дополнительных переменных, которые ранее не
учитывались [1, 2], привела к наличию слагаемых, связанных с этими переменными в
уравнениях динамики и баланса обобщенных сил. Такое представление позволяет
описывать многие линейные и нелинейные модели упругих систем, в том числе с уче-
том влияния инерции вращения элемента тела [4–13].

В качестве примера рассмотрим движение одномерной нагрузки, представляющей
собой механический объект в виде упругого стержня, вдоль однородной пластины
толщиной , лежащей на винклеровском основании и имеющей форму полосы. Для
плотности функции Лагранжа пластины с учетом инерции вращения ее элементов
при изгибе имеем выражение [5, 13]

Здесь  – поверхностная плотность пластины,  и  – постоянные Ламе, k – коэф-
фициент жесткости (коэффициент “постели”) упругого основания,  – попе-
речное смещение пластины. Стержень совершает изгибные и крутильные колебания,
плотность его функции Лагранжа имеет вид

= �( , )x t y ∈ 0( , )y t D

− ∂ − ∂ + ∂ + ∂ = − ↔0 0 0 0 0 [ ] ( , , , , )
t y yy yt

t y yy ytL L L L L 1 1 2u u u u u N q u N q w M q

− ∂ − ∂ + ∂ + ∂ = −� � � � � 3[ ]
t y yy ytt y yy ytL L L L L F q

− = + = − = + =� � � �
0 0( 0, , ) ( 0, , ) ( , ), ( 0, , ) ( 0, , ) ( , )x xy t y t y t y t y t y tu u u u u w

= λ − −( , ) ( , )x xxF u N u M

= λ − ∂ λ − ∂ λ − ∂ λ − λ − ∂ λ − ∂ λ +� ( 2 )
x xx xy xt y yy ytx y t y y tu u u u u u uN

+ λ + ∂ λ − λ − ∂ λ − ∂ λ + λ� � � � �
2 ( )

yy yy t yt yt ytyy y x t y y x ytu u u u u u

= λ − λ − λ − λ − λ� � � �( ) ( )
xx xy yy xt yty y t yu u u u uM

= + − −� �[ ( , , )] ( ( , ) 0, , ) ( ( , ) 0, , )A x y t A y t y t A y t y t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂λ ∂λ ∂ ∂λ = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
… … …1

1 1
, , , , , ; ( , , )n

n n

L LL a a
a a a aa a a

λ L

*h

⎧ ⎫ρ⎪ ⎪Λ + μ⎛ ⎞λ = ρ + + − + + μ − −⎜ ⎟⎨ ⎬
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

3 3
2 2 2 2 2 221 * *( ) ( ) 2 ( )*2 12 6 2t xt yt xx yy xy xx yy

h h
h u u u u u u u u ku

ρ *h Λ μ
( , , )u x y t



66 ЛИСЕНКОВА
где  – погонная плотность стержня,  и ,  – полярный момент инерции и мо-
менты инерции поперечного сечения стержня относительно осей х и z, соответствен-
но,  – модуль Юнга,  и  – модуль сдвига и коэффициент, характеризующий

жесткость “постели” [6],  и  – поперечное смещение и угол поворота сече-
ния стержня.

Заметим, что при таких допущениях, а именно, использование аналогичных функ-
ций Лагранжа (при учете поправки Релея [5, 6]), постановка краевой задачи не может
быть получена на основе уравнений, приведенных ранее [1, 2].

Подставляя лагранжианы  и  в соотношения (1.1)–(1.3), получим, что изгибные
колебания пластины описываются решением уравнения

(1.5)

удовлетворяющим на движущейся границе  условиям неразрывности пла-
стины и отсутствия у нее изломов

,

а также уравнениям баланса изгибающих моментов и поперечных сил

Уравнение

определяет закон движения стержня по пластине под действием внешних сил и сил
давления изгибных волн пластины. Здесь

( ,  и  – соответственно изгибающие моменты, поперечные силы и силы давле-
ния волн, действующие на стержень со стороны пластины).

Добавив краевые условия на границах ,  пластины и начальные
условия, которые удовлетворяют условиям согласования с граничными, будем иметь
полную постановку начально-краевой задачи.

Вопрос о динамическом поведении распределенных упругих систем под действием
движущихся объектов тесно связан с изучением в этих системах волновых процессов.
Традиционный подход к исследованию последних состоит в получении дисперсион-
ного уравнения, построения дисперсионных кривых и определения критических ча-
стот (частот отсечки), при превышении которых возникают бегущие волны. На фигу-
ре 1 для сравнения представлены дисперсионные кривые (зависимость частоты  от
волнового числа ), соответствующие двум моделям пластин (Кирхгофа [2, 4] и моде-
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ли (1.5)), лежащих на винклеровском основании. Данные кривые построены с исполь-
зованием безразмерных переменных

Область, в которой низкочастотное поле с частотой

не распространяется, а экспоненциально спадает по мере проникновения в систему,
для модели Кирхгофа (штриховая кривая) шире, чем для рассматриваемой модели
пластины (1.5) (сплошная кривая). Это связано с тем, что учет инерции вращения (как
показали исследования) приводит к меньшей, чем , частоте

при переходе через которую возбуждаются бегущие волны. Кроме того, для рассмат-
риваемой модели существует диапазон частот , в котором имеет место “эф-
фект обратной волны” [14–16], впервые указанный Лэмбом [17].

2. Законы изменения энергии и волнового импульса. Выявить причины появления ди-
намических эффектов, связанных с взаимодействием волн с движущимися объекта-
ми, а также определить интегралы движения, представляющие традиционный интерес
при изучении динамического поведения механических систем, помогают законы из-
менения энергии и импульса. Из уравнений (1.1)–(1.4) можно получить законы изме-
нения энергии и импульса как для всей системы в целом, так и для отдельных ее ча-
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стей в каждой из областей  ( ). Воспользуемся распространенным спосо-
бом. Умножим скалярно обе части равенства (1.1) на частные производные по t, x и y
вектора обобщенных координат  и после преобразований получим

(2.1)

где

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Здесь  – плотность функции Гамильтона,  – вектор плотности потока энергии (век-
тор Умова–Пойнтинга [5, 18]),  – вектор плотности волнового импульса,  – тензор
плотности потока волнового импульса.

Плотность потока импульса через границы элемента двумерной системы есть не
что иное, как плотность действующей на этот элемент силы, поэтому тензор (2.4) ча-
сто называют тензором напряжений [2, 19]. Справа в уравнении (2.1) стоит вектор
плотности сил отдачи , возникающих из-за распределенного отражения
волн при их распространении в неограниченной системе.

С целью получения уравнений переноса энергии и импульса вдоль движущегося
одномерного объекта, умножим равенства (1.2) и (1.3) на соответствующие частные

производные первого порядка обобщенных координат , ,  и приве-
дем их к виду
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Здесь  – плотность функции Гамильтона движущегося объекта,  – плотность по-

тока энергии,  – плотность волнового импульса,  – плотность потока волнового
импульса,  и  – мощность источника, изменяющего параметры объекта, и плот-
ность сил отдачи.

Уравнения (2.1) выражают собой локальные законы изменения энергии и волново-
го импульса в направляющей. Интегрируя эти уравнения по области

которая разделена движущимся объектом на две, можно получить глобальные законы
изменения энергии и импульса упругой полосы и отдельных ее частей. Для упругой
полосы имеем

(2.7)

где  – граница области , нормальные составляющие отмечены индексом n.
Интегрируя уравнения (2.5) и (2.6) вдоль , находим уравнения изменения

энергии и волнового импульса движущегося одномерного объекта

(2.8)

Согласно формулам (2.7) и (2.8), изменение энергии всей сложной системы в целом
“направляющая + движущийся объект” будет иметь вид

Изменение полной энергии происходит за счет потока энергии через границы и рабо-
ты как внешних сил, так и сил, изменяющих параметры системы.

При движении абсолютно жесткого закрепления, т.е. при

компоненты вектора плотности потока энергии связаны с компонентами тензора
плотности потока волнового импульса посредством соотношения

(2.9)

которое выполняется на движущейся границе.
Для того чтобы выяснить влияние движения закрепления на энергию колебаний

двумерной системы, закрепленную абсолютно жестко ( , ) по ограни-
ченному контуру ( , , , ), будем полагать, что ее параметры
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постоянны ( ), а внешние силы отсутствуют ( ). Из формул (2.7) и (2.9) сле-
дует уравнение

(2.10)

Известно [2, 5], что при движении границы со скоростью, меньшей скорости распро-
странения волн, падающая волна всегда отталкивает границу. Следовательно, соглас-
но уравнению (2.10), при уменьшении размеров двумерной системы энергия ее коле-
баний увеличивается ( ), а при увеличении уменьшается ( ).

Для двумерной системы, ограниченной двумя движущимися абсолютно жесткими
закреплениями, имеем

(2.11)

и можно, по-видимому, утверждать, что в случае движения границ со скоростями,
меньшими скорости распространения волн, при сближении закреплений ( ,

) энергия колебаний возрастает , а при удалении – уменьшается.
В первом случае внешние силы, сдвигающие закрепления, совершают работу против
сил давления волн и увеличивают энергию системы. Во втором – работа по раздвига-
нию закреплений совершается силами давления волн, и энергия отбирается у двумер-
ной системы.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (14-19-01637).
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