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Впервые аналитически решена задача о влиянии отклонения от закона Видемана–Франца на элек-
трическую проводимость тонкого металлического слоя. Допустимые значения толщины слоя огра-
ничены размерами, при которых не проявляются квантовые и скин-эффекты. Однако отношение
толщины слоя к длине свободного пробега электронов может быть произвольным. Решено моди-
фицированное кинетическое уравнение с интегралом столкновений, учитывающим отклонение
свойств металлов от закона Видемана–Франца при низких температурах. Учтен тот факт, что для чи-
стых металлов при низких температурах оказываются существенными электрон-электронные столкно-
вения, при которых суммарный импульс электронной подсистемы сохраняется и соответствующее рас-
сеяние электронов не носит изотропный характер. В качестве граничных условий задачи приняты
условия зеркально-диффузного отражения электронов от поверхностей слоя. Проведен анализ за-
висимости электрической проводимости слоя от частоты объемных и поверхностных столкновений
электронов, коэффициентов зеркальности его поверхностей и параметра, описывающего отклоне-
ние от закона Видемана–Франца. Показано соответствие полученных результатов теоретического
расчета электрической проводимости тонкого металлического слоя данным, рассчитанным альтер-
нативным методом при отсутствии поправки к уточняемому экспериментальному закону.
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ВВЕДЕНИЕ
Появление и востребованность новых техно-

логий в микроэлектронике делает необходимым
теоретическое изучение влияния поверхностного
рассеяния носителей заряда на электромагнитные
свойства малых проводящих объектов [1]. Отличи-
тельной чертой таких объектов является то, что
средняя длина свободного пробега носителей
заряда в них может быть одного порядка с ха-
рактерным поперечным размером, который, в свою
очередь, значительно превосходит длину волны де-
Бройля. Это позволяет исключить из рассмотрения
квантовые эффекты, но возникает потребность по-
дробного изучения механизма влияния рассеяния
носителей заряда.

Все вышесказанное имеет непосредственное от-
ношение, в частности, к исследованию электриче-
ских и магнитных свойств тонкого проводящего
слоя. Одной из первых работ, которая посвящена

решению задачи о статической проводимости тон-
кой металлической пленки в перпендикулярном
магнитном поле с учетом диффузных и зеркально-
диффузных граничных условий отражения носите-
лей заряда является работа [2]. Позже по этой же те-
матике было опубликовано большое количество
результатов исследований [3–12]. В современных
работах [13–15] впервые построена кинетическая
теория высокочастотной электропроводности и по-
стоянной Холла тонкой проводящей пленки с уче-
том различных коэффициентов зеркальности ее по-
верхностей. Особенность этих работ заключается в
том, что расчеты базируются на применении урав-
нения Больцмана и с помощью введения соответ-
ствующих граничных условий позволяют учесть
не только объемное, но и поверхностное рассея-
ние носителей заряда.

Из вышесказанного следует актуальность при-
менения такого теоретического подхода к проблеме
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отклонения от закона Видемана–Франца в тонком
металлическом слое, когда необходимо ввести в
рассмотрение электрон-электронные столкнове-
ния. Заметим, что величины отклонения от этого
закона при низких температурах могут принимать
существенные значения [6, 7]. Поэтому в настоя-
щей работе впервые проведен учет подобного эф-
фекта для тонкого металлического слоя. Следует
отметить, что в работе не приняты во внимание
квантовые эффекты, учет которых был рассмот-
рен в [16] в рамках исследования квантовой плен-
ки в диэлектрическом окружении, и не учтено
проявление скин-эффекта [17] из предположе-
ния, что толщина слоя мала по сравнению с ха-
рактерной глубиной скин-слоя.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ И РАСЧЕТ
Рассмотрим тонкий металлический слой тол-

щиной b, к которому приложено переменное на-
пряжение частоты ω. Электрическое поле парал-
лельно слою и направлено вдоль координатной
оси Z, ось X перпендикулярна слою. Напряжен-
ность поля Е может быть выражена в зависимости
от времени t:

(1)
Исходя из того, что неравновесная функция

Ферми–Дирака для электронов f(х,v) = f0(ε) +
+ f1(x,v) удовлетворяет уравнению Больцмана [18],
имеем:

(2)

где e – заряд электронов; vz, vx – соответствующие
проекции вектора их скорости на координатные
оси; τ – время релаксации электронов. Здесь  =
= – δ(ε – εF), где δ – дельта-функция Дирака; εF –
энергия Ферми; ε = mv

2/2 – кинетическая энер-
гия электронов; v – модуль вектора скорости элек-
тронов v; m – эффективная масса электронов.

Плотность высокочастотного тока j, вызван-
ного приложенным напряжением, может быть
рассчитана по формуле:

(3)

Здесь n – концентрация электронов проводимо-
сти, определяемая с помощью распределения
Ферми–Дирака:

где h – постоянная Планка, vF – скорость Ферми.
Если кинетическое уравнение Больцмана име-

ет вид (2), содержание закона Видемана–Франца
соответствует времени релаксации порядка τ, когда
доминируют объемные и поверхностные столкно-
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вения. Такой режим рассеяния электронов реа-
лизуется при наличии значительного количества
примесей. Когда степень чистоты металла доста-
точно высока, при низких температурах существен-
ными оказываются электрон-электронные столк-
новения. Для их учета запишем кинетическое урав-
нение (2) в следующем виде [19]:

(4)

где g0 – параметр (0 ≤ g0 ≤ 1), характеризующий
степень отклонения от закона Видемана–Франца
[18]; g0 = 0 соответствует точному выполнению
этого закона.

Подставив в уравнение (4) функцию

получим:

(5)

где ν = 1/τ – iω.
Решение уравнения (5) проведем с помощью

метода моментов [18]:

(6)

С учетом (6) уравнение (5) принимает вид:

(7)

Для вычисления интеграла, стоящего в правой
части уравнения (7), удобно перейти к цилиндри-
ческой системе координат (  ϕ, vz) в простран-
стве скоростей.

Учитывая свойства дельта-функции Дирака и
связи:   имеем
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Последовательно умножая равенство (8) сна-
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ЗАВИТАЕВ и др.

В результате приходим к системе уравнений:

(9)

Откуда следует, что

или

(10)

где ντ = 1 – iωτ = 1 – iτΩvF/b = 1 – iΩ/Δ = Ψ/Δ,
Ψ = Δ – iΩ – безразмерная комплексная частота

рассеяния электронов; тогда 
 λ = 16νβ/5vF.

Моментный коэффициент a1(x) найдем, решая
неоднородное дифференциальное уравнение вто-
рого порядка (10):

(11)

где A0 = eE0/νβ2; C1, C2 – константы интегриро-
вания.

Тогда из второго уравнения системы (9) следу-
ет, что

(12)

Подставив (11) и (12) в (6), найдем общий вид
решения уравнения (5), т.е.

(13)

Применим граничные условия на верхней и
нижней границах слоя для нахождения коэф-
фициентов C1 и C2:

где q1 и q2 – коэффициенты зеркальности его по-
верхностей.

С учетом (13), система граничных условий мо-
жет быть представлена как

Откуда

где введены новые обозначения D1 = C1/A0, D2 =
= C2/A0.

Далее запишем выражения (11) и (13) в следую-
щем виде:

(14)
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Конкретизировав с помощью (15) вид функции
f1(x,v), найдем проекцию плотности тока j внут-
ри слоя на координатную ось Z. Применяя фор-
мулу (3), имеем
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Выражение для локальной электрической про-
водимости слоя σ получим как следствие зако-
на Ома в дифференциальной форме:
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где λ = 16νβ/5vF = 16ντβ/5τvF = 16βΨ/5b, σ0 =
= ne2τ/m – объемная статическая удельная прово-
димость металла при отсутствии отклонения от
закона Видемана–Франца.

Введя безразмерную координату внутри слоя
ξ = x/b, запишем выражения для локальной про-
водимости (17) и коэффициентов D1, D2 в безраз-
мерной форме:

(18)

где

Проинтегрировав выражение (16), определяем
полный ток через поперечное сечение слоя:

(19)

Формально, из (19) с помощью закона Ома в
виде I = GU, где U – напряжение на концах слоя,

можно получить формулу для расчета интеграль-
ной проводимости слоя G. Электрическое поле
внутри слоя считаем однородным, поэтому U = EL,
L – длина слоя.

(20)

где G0 = σ0b.
Заметим, что при проведении численных рас-

четов результаты, полученные после применения
формул (17) и (20) в случае отсутствия поправки к
закону Видемана–Франца (когда g0 = 0) совпада-
ют с результатами работы [20], в которой использо-
вали другой математический подход к проблеме.

Запишем выражение (20) в безразмерном виде:

(21)

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
На рис. 1 приведены графики зависимости мо-

дуля безразмерной удельной электрической про-
водимости тонкого металлического слоя σ* (18)
от числового параметра g0 который характеризует
степень отклонения от закона Видемана–Франца.
Все кривые построены при одинаковых значениях
безразмерной обратной длины свободного пробега
электронов ∆, безразмерной частоты электриче-
ского поля Ω и коэффициентов зеркальности q1 и
q2 и при различных значениях безразмерной ко-

ординаты внутри слоя ξ. Из рис. 1 видно, что мо-
дуль безразмерной удельной электрической про-
водимости слоя в значительной степени зависит
от параметра g0.

На рис. 2 и 3 построены графики зависимостей
модуля и аргумента безразмерной удельной элек-
трической проводимости σ* от безразмерной ко-
ординаты внутри слоя ξ. Числовой параметр g0 ва-
рьируется для каждой кривой в соответствующих
физическому смыслу пределах. На рис. 2 видно, что
при одинаковых коэффициентах зеркальности по-
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верхностей слоя модуль безразмерной удельной
электрической проводимости имеет выраженный
максимум, величина которого определяется кон-
кретным значением параметра g0. Как следует из
рис. 3, зависимость аргумента безразмерной удель-
ной электрической проводимости от безразмерной
координаты, установленная в аналогичных услови-
ях, имеет обратную тенденцию с выраженным ми-
нимумом.

На рис. 4 представлен график зависимости мо-
дуля безразмерной удельной электрической про-
водимости σ* от безразмерной обратной длины
свободного пробега электронов ∆ при варьирова-
нии числового параметра g0 для каждой кривой. Из
анализа зависимостей можно сделать вывод, что
выход модуля безразмерной удельной электриче-
ской проводимости на свои асимптотические зна-
чения определяется величиной параметра g0.

Рис. 1. Зависимость модуля безразмерной удельной
электрической проводимости тонкого металлическо-
го слоя от числового параметра g0 при различных зна-
чениях безразмерной координаты внутри слоя ξ = 0.1
(1); 0.2 (2); 0.5 (3). Для всех кривых ∆ = 1; Ω = 0.1; q1 =
= q2 = 0.1.
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Рис. 2. Зависимость модуля безразмерной удельной
электрической проводимости тонкого металлическо-
го слоя от безразмерной координаты внутри слоя ξ
при различных значениях параметра g0 = 0.01 (1); 0.5
(2);1 (3). Для всех кривых ∆ = 0.1; Ω = 0.5; q1 = q2 = 0.5.
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Рис. 3. Зависимость аргумента безразмерной удель-
ной электрической проводимости тонкого металли-
ческого слоя от безразмерной координаты внутри
слоя ξ при различных значениях параметра g0 = 0.01
(1); 0.5 (2); 1 (3). Для всех кривых ∆ = 0.1; Ω = 0.5; q1 =
= q2 = 0.5.
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Рис. 4. Зависимость модуля безразмерной удельной
электрической проводимости тонкого металлическо-
го слоя от безразмерной обратной длины свободного
пробега электронов ∆ при различных значениях па-
раметра g0 = 0.01 (1); 0.5 (2); 1 (3). Для всех кривых ξ =
= 0.5; Ω = 0.5; q1 = q2 = 0.5.
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При построении графиков безразмерной удель-
ной электрической проводимости слоя σ* особое
внимание следует уделить зависимости ее модуля от
безразмерной частоты электрического поля Ω при
различных значениях безразмерной координаты
внутри слоя ξ (рис. 5). Такой нетривиальный ха-
рактер поведения кривых по мере увеличения без-
размерной координаты ξ связан, по-видимому, с
проявлением резонансных эффектов, наблюдае-
мых при отражении электронов от нижней и верх-
ней поверхностей слоя металла.

На рис. 6 показана зависимость модуля безраз-
мерной интегральной электрической проводимо-
сти G* (21) от безразмерной частоты электриче-
ского поля Ω при фиксированных значениях без-
размерной обратной длины свободного пробега
электронов и коэффициентов зеркальности по-
верхностей слоя и различных значениях парамет-
ра g0. Из хода кривых на рисунке видно, что наи-
большее отличие величины модулей интегральной
проводимости слоя по мере возрастания отклоне-
ния от закона Видемана–Франца наблюдается в
статическом случае, тогда как дальнейшее увели-
чение безразмерной частоты электрического по-
ля приводит к слиянию этих зависимостей.

Теоретические результаты вычисления элек-
трической проводимости тонкого металлического
слоя показывают существенное влияние отклоне-
ния от закона Видемана–Франца на рассматривае-
мую физическую систему. Для малых проводящих
объектов это подтверждается сравнением получен-
ных расчетных значений проводимости с экспери-
ментальными данными [21] и позволяет сделать
вывод о целесообразности применения такого тео-
ретического подхода к реальным системам.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе теоретически описано от-

клонение от закона Видемана–Франца в тонком
слое металла без учета квантовых эффектов. Из
расчетов следует, что такое отклонение может быть
значительным, что подтверждено эксперименталь-
ными данными, известными из литературы. По-
этому возникает необходимость применения рас-
смотренной теории к непосредственному вычисле-
нию электрической проводимости тонких слоев из
достаточно чистых металлов при низких темпера-
турах при практических и технических приложе-
ниях, например, при промышленном изготовле-
нии интегральных микросхем.
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Electrical Conductivity Thin Metal Layer with Taking 
into Account Deviations from Widemann–Franz’s Law
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The problem of the effect of deviation from the Wiedemann-Franz law on the electrical conductivity of a thin
metal layer was solved for the first time. The admissible values of the layer thickness are limited by the dimen-
sions at which quantum effects and the skin effect do not appear. In this case, the ratio of the layer thickness
to the electron mean free path can be arbitrary. A modified kinetic equation is solved with a collision integral
that takes into account the deviation of metal properties from the Wiedemann-Franz law at low temperatures.
This solution contains the fact that for pure metals at low temperatures, electron-electron collisions are sig-
nificant, in which the total momentum of the electron subsystem is preserved, and the corresponding electron
scattering is not isotropic. The conditions of specular-diffuse reflection of electrons from the layer surfaces
are taken as the boundary conditions of the problem. An analysis is made of the dependence of the electrical
conductivity of the layer on the frequency of volumetric and surface collisions of electrons, the specularity co-
efficients of its surfaces, and the parameter describing the deviation from the Wiedemann-Franz law. The cor-
respondence of the obtained theoretical results of calculating the electrical conductivity of a thin metal layer to
an alternative method of calculation in the absence of a correction to the refined experimental law is shown.

Keywords: thin layer, Wiedemann–Franz law, local conductivity, integral conductivity.
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