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ВВЕДЕНИЕ
Распыление твердых тел под действием ион-

ной бомбардировки представляет собой сложное
физическое явление [1, 2]. При столкновении
атомов внутри мишени образуются две частицы,
каждая со своей энергией и направлением движе-
ния, зависящими от закона межатомного взаимо-
действия. Объяснение наблюдаемых закономер-
ностей распыления возможно в основном только
с помощью программ компьютерного моделиро-
вания [3, 4].

Для теоретического изучения каскадного раз-
множения в [5, 6] была сделана попытка разде-
лить анализ энергетического и углового распре-
делений: сначала рассмотреть энергетическое
распределение каскада частиц, движущихся пря-
молинейно [5], а затем получить угловое распре-
деление как поправку к прямолинейному реше-
нию [6]. Результаты [5, 6] были получены для
конкретного вида сечения рассеяния, соответ-
ствующего взаимодействию электронов и фото-
нов. В настоящей работе теория обобщена на слу-
чай степенной зависимости сечения рассеяния от
переданной энергии. Изменение степенного па-
раметра позволяет рассмотреть широкий класс
межатомных взаимодействий – от взаимодей-
ствия по закону твердых сфер до резерфордовско-

го взаимодействия, характерного для кулонов-
ского потенциала.

УРАВНЕНИЕ КАСКАДНОГО 
РАЗМНОЖЕНИЯ

Рассмотрим следующую задачу. Первичный
ион с энергией  входит в мишень. В мишени
ион испытывает упругие столкновения с непо-
движными атомами и выбивает их из положений
равновесия. Выбитые атомы, в свою очередь, ис-
пытывают столкновения с другими атомами ми-
шени и так далее – возникает каскад. Каскадное
размножение атомов продолжается до того мо-
мента, когда энергия атома уменьшается до вели-
чины  недостаточной для разрушения атом-
ной связи. Рассчитаем энергетическое распреде-
ление и число каскадных атомов в зависимости от
глубины мишени для различных видов межатом-
ного взаимодействия. Предполагается, что массы
ионов и атомов равны, что соответствует случаю
так называемого самораспыления.

Будем измерять энергию атомов  в относи-
тельных единицах   и обо-
значим функцией  число атомов с энерги-
ей  на нормированной глубине x. Транспортное
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уравнение для функции распределения 
имеет вид [7–11]:

(1)

Первое слагаемое в левой части уравнения (1)
описывает изменение числа атомов между столк-
новениями. Два слагаемых в правой части урав-
нения (1) отражают тот факт, что в результате
столкновения атома с энергией  с неподвиж-
ным атомом образуются два атома, значения
энергии которых  и  Граничное условие
к уравнению (1) имеет дельтаобразный вид

 и указывает на то, что энергия
иона, инициирующего каскад, равна 

В качестве сечения рассеяния для столкнове-
ния двух атомов выберем сечение, зависящее по
степенному закону от переданной энергии T:

(2)

где E – энергия налетающего атома,  – сте-
пенной параметр. В каскадной теории элек-
тронных ливней [5] авторы использовали ком-
бинацию из трех сечений рассеяния (2) с тремя
различными значениями степенного парамет-
ра:  В атомных столкновениях степен-
ной параметр меняется в пределах  что
существенно отличается от случая электронных
ливней. При малых значениях энергии ионов
имеем  и взаимодействие частиц по закону
твердых сфер. При больших значениях энергии
ионов степенной параметр мал ( ), что соот-
ветствует резерфордовскому рассеянию.

ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ
Подстановка (2) в уравнение (1) дает

(3)

Для исследования уравнения вместо переменной 
введем новую независимую переменную s, ис-
пользуя преобразование Меллина:

(4)

Функция  однозначно выражается через
функцию  и наоборот. В результате преоб-
разований получаем
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где  обозначает бета-функцию [12]. Решение
уравнения (5) имеет вид:

(7)

Таким образом, решение транспортного уравне-
ния (3) сведено к нахождению обратного преоб-
разования Меллина и вычислению интеграла в
комплексной плоскости [13, 14]:

(8)

Функция  представляет собой диффе-
ренциальную характеристику – энергетическое
распределение каскадных атомов на глубине x.
Также представляет интерес интегральная харак-
теристика – число каскадных атомов с энергией
в диапазоне  на глубине x:

(9)

Другой важной интегральной характеристикой
является полная энергия каскада на глубине x:

(10)

РЕШЕНИЕ ДЛЯ ПОТЕНЦИАЛА
ТВЕРДЫХ СФЕР

В случае взаимодействия частиц по закону
твердых сфер решение может быть представлено
в аналитическом виде. Подстановка  в урав-
нение (6) дает 

(11)

и из таблиц [15] находим функцию распределения:

(12)

Здесь  обозначает модифицированную функ-
цию Бесселя первого порядка [12], первое слагае-
мое в скобках относится к первичному иону, ини-
циирующему каскад, второе слагаемое относится
к собственно каскаду.

Из интеграла (9) вычисляем число каскадных
атомов:

(13)
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ТОЛМАЧЕВ, ФОРЛАНО

Дифференцирование уравнения (13) по  при-
водит к трансцендентному уравнению для опре-
деления координаты максимума числа каскадных
атомов 

(14)

Асимптотическое разложение функций Бесселя в
уравнении (14) показывает, что при больших зна-
чениях энергии ионов кривая  стремит-
ся к прямой линии:

(15)

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Распределение числа каскадных атомов по
глубине мишени определяется функцией (9), гра-
фик которой изображен на рис. 1 для степенного
параметра  и различной энергии ионов.
Видно, что число каскадных частиц на заданной
глубине увеличивается с ростом энергии ионов до
тех пор, пока не достигнута критическая область,
после которой дальнейшее увеличение энергии
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уменьшает число каскадных частиц. Кривая име-
ет максимум на глубине, для которой производ-
ная  обращается в нуль.

Рис. 2 показывает зависимость положения
максимума от энергии ионов и значения сте-
пенного параметра. Видно, что при значениях

 распределение монотонно убывает и не
имеет максимума. Максимум появляется на рас-
пределении при значениях  и его поло-
жение смещается в сторону больших глубин ми-
шени при уменьшении степенного параметра.
Это указывает на то, что при больших значениях
энергии ионов частицы испытывают резерфор-
довское рассеяние, характерное для кулоновско-
го потенциала, и проникают на большую глубину
по сравнению с ионами малых энергий, рассеива-
ющимися по закону твердых сфер.

На рис. 3 изображено изменение полной энер-
гии каскада с глубиной мишени, рассчитанное по
формуле (10) для взаимодействия по закону твер-
дых сфер. Если бы энергия отсечки была равна
нулю, полная энергия каскада на любой глубине
была бы равна  что соответствует прямой 
на рис. 3. Начальные участки всех кривых дей-
ствительно совпадают с прямой  Учет энер-

max dF dt

max 0.5t ≤

max 0.5,t >

0,E 1u =

  1.u =

Рис. 1. Зависимость числа каскадных атомов от глу-
бины мишени для энергии ионов Е0: 10Emin (1);
100Emin (2); 1000Emin (3). Значение степенного пара-
метра 
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Рис. 2. Зависимость координаты максимума от энер-
гии ионов для значений степенного параметра n: 1
(1); 0.4 (2); 0.2 (3); 0.1 (4).
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гии отсечки приводит к тому, что на некоторой
глубине энергия атомов уменьшается настолько,
что они выбывают из каскада, что ведет к умень-
шению полной энергии. Эффект уменьшения тем
сильнее, чем меньше энергия ионов.

Полученные результаты и приведенные ри-
сунки представляют собой обобщение предыду-
щих теорий каскадного размножения частиц на

случай различных видов межатомного взаимо-
действия. Изменение степенного параметра в се-
чении рассеяния позволяет рассматривать атом-
ные потенциалы от потенциала твердых сфер до
кулоновского. Самостоятельное значение имеют
аналитические формулы (11)–(15), которые могут
быть использованы для тестирования программ
компьютерного моделирования, а также в учеб-
ных целях.
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Dependence of Parameters of Cascade Particle Multiplication on the Type of Atomic Potential
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The cascade multiplication of atoms in a solid target is considered theoretically for different types of scattering
cross section. The solution of the transport equation in some cases is found in an analytical form, in others it
is reduced to numerical integration. The formulas are obtained for the energy distribution and the total num-
ber of cascade atoms, as well as for the total cascade energy as functions of the target depth and the type of
atomic interaction. The theoretical results generalize the Landau–Rumer theory of cascade showers to the
case of arbitrary types of atomic potentials, from the hard sphere potential to the Coulomb potential.
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Рис. 3. Зависимость полной энергии каскада от глу-
бины мишени для энергии ионов Е0: 10Emin (1);
100Emin (2); 1000Emin (3). Значение степенного пара-
метра 
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