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ВВЕДЕНИЕ

В полупроводниковом материаловедении при
проведении исследований материалов с исполь-
зованием пучков электронов с энергиями 1 кэВ и
больше наиболее часто (за исключением рентге-
носпектрального микроанализа) в качестве ин-
формативного регистрируется сигнал, связанный
с генерацией и диффузией в полупроводниковой
мишени неравновесных неосновных носителей
заряда (ННЗ). Также регистрируются сигналы,
характеристики которых существенно зависят от
распределения ННЗ, например, катодолюминес-
ценция.

Для количественного описания процессов
диффузии неравновесных ННЗ, генерированных
в полупроводниковом материале внешним энер-
гетическим воздействием, часто используется,
так называемая, модель независимых источни-
ков, согласно которой на диффузию неравновес-
ных ННЗ из любого микрообъема полупроводни-
ка не оказывают влияния другие электроны или
дырки из других микрообластей материала. Мате-
матически это выражается в том, что сначала ре-
шается уравнение диффузии для каждого из то-
чечных источников ННЗ, после чего посредством

интегрирования по объему, занимаемому источ-
никами ННЗ, находится распределение ННЗ в
полупроводнике в результате их диффузии. Такой
подход заимствован нами из классической рабо-
ты [1], некоторые возможности которого проил-
люстрированы при моделировании диффузии
ННЗ в однородной мишени [2]. Однако наиболее
интересные приложения такого подхода описаны
для неоднородных и многослойных планарных
структур, для которых распределения электрофи-
зических параметров материалов по глубине име-
ют точки разрыва первого рода [3–5]. Так, в ра-
боте [3] при использовании модели независимых
источников было получено аналитическое вы-
ражение для расчета распределений ННЗ, гене-
рированных широким электронным пучком в
структуре типа “эпитаксиальная пленка–под-
ложка”, созданной на базе одного и того же полу-
проводникового материала. Расчеты проводи-
лись для параметров, характерных для полупро-
водниковой структуры “эпитаксиальная пленка
GaAs–монокристаллическая подложка GaAs” с
разным (но одинаковым внутри каждого из мате-
риалов) уровнем легирования примесями. В этом
случае электрофизические параметры в каждом
материале различны, а на границе раздела плен-
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ка–подложка имеют разрыв первого рода. Анало-
гичные расчеты проведены в [4, 5] для более
сложной трехслойной структуры. Модель незави-
симых источников также использовалась в зада-
чах математического моделирования стохастиче-
ской диффузии ННЗ в однородных полупровод-
никовых материалах [6, 7].

В настоящей работе рассмотрены некоторые
возможности аналитического матричного метода
моделирования распределений ННЗ в разных по-
лупроводниковых структурах. Этот метод приме-
нительно к задачам теплопроводности в состав-
ных пластинах описан в [8]. Однако для решения
задач тепломассопереноса в многослойных сре-
дах он не получил распространения, возможно,
из-за того, что формулы аналитического решения
получались исключительно сложными, системы
символьных вычислений в то время только начи-
нали зарождаться и потому численные методы
были предпочтительными. В работах [9, 10] при-
менены близкие по своей идее методы к описа-
нию явлений переноса на графах в системах кон-
тактирующих оболочек и тел вращения, в систе-
мах контактирующих стержней, где тепловые
потоки определяются матрицей проводимости
системы. В наших работах аналитический мат-
ричный метод, предложенный в [8], был применен
совместно с аппаратом обобщенных степеней
Берса [11–13], что позволило успешно описать в
единой форме процесс тепломассопереноса в
многослойных средах с различной геометрией:
плоских, осесимметричных или слоев с централь-
ной симметрией [14–17]. В настоящей работе рас-
смотрены некоторые возможности использова-
ния такого подхода при моделировании двух-
слойных полупроводниковых структур конечной
толщины. Модельные расчеты проведены для
электрофизических параметров, характерных
для твердого раствора “теллурид кадмия-ртути
(КРТ)–теллурид кадмия” и для двухслойного ар-
сенида галлия.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В случае одномерной диффузии в конечный
полупроводник вдоль оси , перпендикулярной
поверхности двухслойной полупроводниковой
структуры  распределение ННЗ по глу-
бине находится как решение дифференциального
уравнения

(1)
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Для двухслойной структуры обозначим:  – ко-
ордината границы раздела первого и второго сло-
ев;       – электрофизические пара-
метры первого и второго слоев: коэффициенты
диффузии, диффузионные длины и времена жиз-
ни ННЗ, соответственно, а  и  – приведенные
скорости поверхностной рекомбинации, соответ-
ственно, на поверхностях первого (при ) и
второго (при ) материалов. При этом L1 =

  а  
где  и  – скорости поверхностной рекомби-
нации ННЗ в первом и втором слоях, соответ-
ственно.

Функция  описывает распределение по
глубине неравновесных ННЗ, генерированных
внешним энергетическим воздействием, после их
диффузии в полупроводнике, при этом  – коор-
дината, отсчитываемая от плоской поверхности
облучаемой мишени вглубь полупроводника.
Функция  – зависимость от координаты
плотности ННЗ, генерированных электронным
пучком в полупроводниковой мишени. Для ши-
рокого электронного пучка  может быть най-
дена из выражения для плотности энергии элек-
тронного пучка  выделяемой в мишени в
единицу времени до начала процесса диффузии
[18–20], делением  на энергию образования
электронно-дырочной пары:

Здесь  – энергия электронного пучка, рассеян-
ная в мишени в единицу времени;  – глубина
максимальных потерь энергии первичными элек-
тронами, испытавшими малоугловое рассеяние и
поглощенными мишенью;  – глубина макси-
мальных потерь энергии обратно рассеянными
электронами, испытавшими в мишени рассеяние
на большие углы и вышедшими из мишени;  –
коэффициент обратного рассеяния электронов
пучка.
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Опишем кратко результат совместного приме-
нения аппарата обобщенных степеней Берса и
аналитического матричного метода.

В общем виде одномерный стационарный
процесс тепломассопереноса в многослойной
среде может быть задан уравнением:

(3)

где потенциал  – искомая функция,  =
=  и  =  – дифференциаль-

ные операторы,  и  – положительные
функции, определенные физическими и геомет-
рическими параметрами слоев,  – величина,
пропорциональная объемной плотности энергии
источников, i – номер слоя. Поток задается фор-
мулой  =  В точке контакта слоев
выполняются условия типа идеального контакта,
т.е. справедливы условия непрерывности потен-
циала и потока:

Введем вектор-столбцы V, W и матрицу K

Здесь  – некоторое частное решение урав-
нения (3) для i-го слоя,  и  – обоб-
щенная степень Берса и присоединенная обоб-
щенная степень Берса на интервале  со-
ответственно. Функции обобщенных степеней
имеют дифференциальные свойства, аналогич-
ные обычным производным

Таким образом, для идеального контакта слоев
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а решение уравнения (3) для i-го слоя при задан-
ных  и  примет вид

(5)

Таким образом, при заданных  и 
применяя последовательно с первого слоя фор-
мулу (5) и учитывая условие (4), получим:

(6)

где

Формула (6) дает точное аналитическое реше-
ние задачи Коши для уравнения (3) при произ-
вольном количестве слоев.

В конечной точке системы слоев, используя (6),
получим:

(7)

Формула (7) связывает значения потенциала и
потока в первой и последней точке системы сло-
ев, что позволяет в общем случае сводить реше-
ние краевой задачи первого, второго или третьего
типа при любом конечном числе слоев к реше-
нию системы двух линейных уравнений с двумя
неизвестными.

Таким образом, аналитический матричный
метод можно применять к решению краевых за-
дач тепломассопереноса первого, второго или
третьего типов для системы (3) в многослойной
среде с любым конечным числом слоев.

Применяя данный метод для решения диффе-
ренциального уравнения (1), (2), описывающего
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При проведении расчетов матричным методом
в рассматриваемой задаче использовалось следу-
ющее частное решение для уравнения диффузии
ННЗ (1):
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ
Для дифференциальной задачи (1), (2) постро-

ена консервативная разностная схема [21] на рав-
номерной сетке  = 

(8)

где

Интегралы заменены их приближенными выра-
жениями, т.е.

Здесь  – приближенное значение точного ре-
шения   Система (8) решалaсь ме-
тодом прогонки.

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ 
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Проведено сравнение результатов примене-
ния матричного метода к нахождению решения
уравнения диффузии ННЗ (1), (2) и метода ко-
нечных разностей [21].

На рис. 1, 2 представлены результаты расчетов,
проведенных с помощью математического пакета
Matlab (Math Works, Inc.) и Maple для парамет-
ров, характерных для полупроводниковой
структуры  и для двухслойной
структуры на основе . Для структуры

 использованы следующие

значения параметров:  мкм,  с,
 – для первого материала;  мкм,

 с,  – для второго материала (под-
ложки). Значение  мкм,  мкм. Энер-
гия электронов пучка  кэВ.

При этом получена следующая оценка относи-
тельной погрешности по норме пространства 
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Рис. 1. Распределение ННЗ, генерированных элек-
тронным пучком в полупроводниковой структуре

 рассчитанное аналитическим
методом (непрерывная линия) и численным методом
(график отмечен кружками).

0.40.30.20.10

�p, усл. ед.

2.95

3.00

3.05

2.90

3.10

z, мкм

0.2 0.8Cd Hg Te CdTe,



ПОВЕРХНОСТЬ. РЕНТГЕНОВСКИЕ, СИНХРОТРОННЫЕ И НЕЙТРОННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  № 7  2020

О МОДЕЛИРОВАНИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 73

Численное решение рассчитано на сетке из
450 ячеек с шагом  мкм.

Для двухслойного арсенида галлия использо-
вались следующие параметры слоев:  мкм,

 с;  – для первого слоя;
 мкм,  с;  – для вто-

рого слоя. Значение  мкм,  мкм. Энер-
гия электронов пучка  кэВ.

При этом получена следующая оценка относи-
тельной погрешности по норме пространства 

Численное решение рассчитано на сетке из
450 ячеек с шагом  мкм.

Результаты аналитического (сплошная кри-
вая) и численного решения уравнения диффузии
ННЗ с использованием консервативной разност-
ной схемы (кружки) для полупроводниковой
структуры КРТ-кадмий теллур представлены на
рис. 1. Подобные результаты расчетов для двух-
слойного арсенида галлия приведены на рис. 2 с
использованием аналитического (сплошная кри-
вая) и численного (кружки) решений. Отметим,
что погрешность результатов является невысокой

( )1 ( ),
( )

100% 0.055%.

i i

i i C

i C

p z p
p z p

p

Δ Δ Δ =
Δ − Δ

= × ≈
Δ

48.8889 10h −= ×

1 0.3L =
11

1 2 10−τ = × 1 50S =

2 0.69L = 10
2 9.5 10−τ = × 2 0S =

1 1z = 3l =
0 20E =

:С

( )1 ( ),
( )

100% 1.546%.

i i

i i C

i C

p z p
p z p

p

Δ Δ Δ =
Δ − Δ

= × ≈
Δ
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и на рисунках в выбранном масштабе получен-
ные решения практически совпадают. Затраты
машинного времени на расчет распределений
ННЗ аналитическим и численным методами со-
ставили около 2 с, что говорит о практической
применимости предложенного матричного ана-
литического метода для решения рассматривае-
мой задачи.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе представлены результаты изучения

возможностей применения матричного аналити-
ческого метода для моделирования распределе-
ний ННЗ, генерированных широким пучком
электронов в двухслойном полупроводниковом
материале. Для электрофизических параметров,
характерных для двухслойной структуры

 и для двухслойной структуры
на основе арсенида галлия, проведено сравнение
результатов расчетов с использованием аналити-
ческого матричного метода с результатами расче-
тов с помощью численной консервативной раз-
ностной схемы. Показано, что предложенный
матричный метод позволяет проводить расчеты
распределений ННЗ за сравнительно короткое
время с точностью, достаточной для практиче-
ского использования в электронно-зондовых тех-
нологиях.
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About Modelling Distributions of Nonbasic Minority Charge Carriers Generated
by the Wide Electronic Beam in a Multilayer Planar Semiconductor Structures

E. V. Seregina1, *, V. V. Kalmanovich2, M. A. Stepovich2

1Bauman Moscow State Technical University (National Research University), Kaluga Branch, Kaluga, 248000 Russia
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The paper presents the results of modeling the distributions of minority charge carriers generated by a wide
electron beam in two-layer semiconductor structures. The analytical results obtained using the matrix meth-
od are compared with the results of calculations obtained using the numerical method of finite differences.
The studies were carried out for the epitaxial structures “solid solution of cadmium telluride-mercury–cad-
mium telluride” and two-layer gallium arsenide.

Keywords: wide electron beam, distribution of minority charge carriers, matrix method, two-layer semicon-
ductor structures.
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