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Рассмотрена модель трехслойной оптической структуры, в которой плоскопараллельные границы
обладают собственными нелинейными свойствами. Внутренний слой конечной толщины пред-
ставляет собой оптически прозрачную среду с дефокусирующей керровской нелинейностью, сна-
ружи контактирующий с диэлектрическими линейными полупространствами. Математическая
формулировка модели сводится к нелинейному уравнению Шредингера с положительным коэффи-
циентом кубической нелинейности и нелинейным самосогласованным потенциалом. Аналитиче-
ски показано, что в системе существует нелинейная световая волна, распространяющаяся вдоль оп-
тического слоя и локализованная в диэлектрических обкладках. Получены частоты локализации
светового поля в данной структуре и определены условия их существования при различных харак-
теристиках сред и границ их раздела. Показано, что локализация светового поля вдоль слоев может
происходить при различных знаках нелинейного отклика границ раздела слоев трехслойной струк-
туры, когда одна из них характеризуется фокусирующей нелинейностью, а другая – дефокусирующей.
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ВВЕДЕНИЕ
Изучение многообразия свойств нелинейных

поверхностных волн представляет интерес в свя-
зи с их широким применением в различных тех-
нических системах, основанных на волноводных
свойствах многослойных гетероструктур [1, 2].
Нелинейные поверхностные волны оптического
диапазона, распространяющиеся вдоль границ
раздела нелинейных сред в слоистых структурах,
в том числе и трехслойных (так называемых
“сэндвичах”), аналитически исследовали многие
авторы [3–7]. В данных работах искомое поле и
его нормальные производные вблизи границ раз-
дела слоистой структуры удовлетворяли услови-
ям их непрерывности, что означало отсутствие
взаимодействия волны с границей раздела как с
плоским дефектом.

В [8] на основе нелинейного уравнения Шре-
дингера с керровской нелинейностью учитывали
взаимодействие возбуждений с двумя плоскими
границами раздела трех нелинейных сред, харак-
теризующимися одним параметром. Для теорети-
ческого описания локального взаимодействия

нелинейных возбуждений с границами раздела
слоев их моделировали короткодействующим по-
тенциалом в нелинейном уравнении Шрединге-
ра, который в одномерном случае для трехслой-
ной структуры записывается в виде:

где δ(x) – дельта-функция Дирака, U0 – интен-
сивность взаимодействия возбуждения с грани-
цей, 2а – расстояние между симметрично распо-
ложенными границами. Как отмечалось в [9],
короткодействующий потенциал с одним пара-
метром не всегда в полной мере позволяет про-
анализировать влияние характеристик границ
раздела слоев на особенности локализации воз-
буждений. Нелинейные свойства внутри ультра-
тонкой границы раздела слоев учитывали в
[10–12] с использованием нелинейного потенци-
ала 

Следует отметить, что нелинейное уравнение
Шредингера широко используется при теорети-
ческом описании нелинейных волн в кристаллах
[13–16]. Хорошо разработаны вопросы локализа-
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ции возбуждений различной физической приро-
ды вблизи дефектов и границ раздела в нелиней-
ных средах [17–22], а также локализации состоя-
ний на границе нелинейных и линейных сред в
различных моделях [23–25], в том числе с учетом
внутренних нелинейных свойств дефектов [10, 12,
20, 26, 27]. Изучение особенностей взаимодей-
ствия возбуждений с границей раздела сред при
учете ее внутренних характеристик в многослой-
ных структурах представляется важным, посколь-
ку они могут быть выбраны в качестве управляю-
щих параметров, контролирующих локализацию
и волноводные свойства. Такие управляющие па-
раметры необходимы для определения требуемых
значений пропускных характеристик границ при
определенных частотах в оптических устрой-
ствах, использующих волноводные свойства мно-
гослойных систем.

В настоящей работе предложено аналитиче-
ское описание локализации светового поля, воз-
никающей в трехслойной структуре, в которой
границы раздела представляют собой плоские де-
фекты с нелинейными свойствами, разделяющие
нелинейную пластину конечной толщины и ли-
нейные полупространства [27]. Основной целью
работы было нахождение профиля и частот лока-
лизации поля в явном аналитическом виде, а так-
же условий их реализации в рассматриваемой си-
стеме.

УРАВНЕНИЯ МОДЕЛИ
В [8] было показано, что динамика светового

поля в слоистой структуре описывается нелиней-
ным уравнением Шредингера. Основываясь на
данных результатах, рассмотрим систему плоско-
параллельных чередующихся немагнитных узких
и широких слоев. Пусть ось х направлена перпен-
дикулярно плоскости слоев, а плоскость yz парал-
лельна им. В плоско-поляризованной монохро-
матической волне, распространяющейся вдоль
слоев, вектор напряженности электрического по-
ля Е (он выбран параллельным орту ey = {0, 1, 0})
подчиняется уравнению Максвелла с показате-
лем преломления, зависящим от координаты х в
поперечном слоям направлении:

где n0 и n1 − линейные показатели преломления
широких и узких слоев соответственно. В случае
сред с эффектом Керра нелинейный показатель
преломления зависит от квадрата амплитуды
поля:

α(x) и β(x) − коэффициенты керровской нели-
нейности сред в широких и узких слоях соответ-
ственно [20].

0 1 2(, ) ,)(n x n n n x= + +Е

2
2( ) { ( ) ( )} ,n x x x= α + β E

Монохроматическая волна с волновым векто-
ром k = exkz (где ex = {1, 0, 0} – орт) и частотой ω0 =
= ckz/n0 в адиабатическом приближении предста-
вима в виде:

где Е1 и Е2 − медленно изменяющиеся функции x
и t. Для функции ψ = Е1 + iЕ2 при условиях n1  n0,
α|ψ|2  n0 и β|ψ|2  n0 в [8] было получено урав-
нение:

(1)

где U − потенциал, учитывающий различия пока-
зателей преломления в узких и широких слоях.
В пределе ультратонких слоев, разделяющих ши-
рокие слои, в [8] для него было использовано вы-
ражение:

где u0 = −4hn1n0ω0, h – ширина узких слоев и 2a –
расстояние между ними (h  a). В таком пределе
ультратонкие слои можно называть границами
раздела широких слоев и считать плоскими де-
фектами.

Теперь предлагается учесть нелинейность и
внутри узких слоев по аналогии с [10, 11, 20, 26, 27].
Поэтому потенциал в (1) будет иметь вид:

где u0j = −4hn1jn0ω0, w0j = −2aβjn0ω0 и n1j − линей-
ные показатели преломления узких слоев, βj − ко-
эффициенты нелинейности узких слоев (они мо-
гут быть различными).

Рассмотрим трехслойную структуру, в которой
внутренний оптический слой толщиной 2а с не-
линейностью керровского типа разделяет два ди-
электрических (линейных) кристалла без эффек-
та Керра. Пусть границы раздела сред плоские и
много меньше характерного масштаба локализа-
ции возмущений параметров среды, создаваемых
ими, а ширина внутреннего слоя существенно
больше ширины одной границ раздела слоев. Си-
стему координат выберем так, чтобы средина не-
линейного слоя проходила через начало коорди-
нат. Границы раздела слоев лежали в плоскостях
x = ±а перпендикулярно оси x. Линейные среды
занимают полупространства  а нелиней-
ный оптический слой расположен в области

 Для описания интересующих нас свойств и
условий их проявления используем одномерное
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стационарное нелинейное уравнение Шрединге-
ра, которому подчиняется поле ψ:

(2)

где ω – частота стационарных колебаний поля.
Коэффициенты нелинейного уравнения Шре-
дингера (1) определяются следующим образом:

Выберем:    

   − постоянные величины, j =
= 0, 1, 2. Параметр керровской нелинейности:

В рассматриваемой трехслойной структуре с не-
линейностью только во внутреннем слое поло-
жим:     где g – пара-
метр нелинейности внутреннего слоя (постоян-
ная величина). Ограничимся рассмотрением
внутреннего слоя только с дефокусировкой, что
соответствует положительному значению пара-
метра нелинейности g.

Потенциал, описывающий нелинейные свой-
ства границ раздела, имеет вид:

(3)

где

Uj = −2hn1j/n0 – интенсивности взаимодействия
возбуждений с границами раздела в линейном
приближении (“мощности” дефектов). При Uj > 0
возбуждения отталкиваются от соответствующей
границы, а при Uj < 0 – притягиваются. В общем
случае в силу различия параметров сред всех сло-
ев эти величины будем считать различными.
Параметры нелинейности границ раздела слоев
Wj = −aβj/n0 характеризуют нелинейный отклик
их взаимодействия с возбуждениями. При Wj > 0
соответствующая граница обладает внутренней
дефокусировкой, а при Wj < 0 – самофокусировкой.

Решение нелинейного уравнения Шредин-
гера (2) с потенциалом (3) эквивалентно реше-
нию нелинейного уравнения Шредингера без по-
тенциала с граничными условиями:

(4)

(5)

Здесь и далее индекс j = 1 соответствует величи-
нам, относящимся к области x < −a, а j = 2 – к об-
ласти x > a. В формуле (5) и далее для j = 1 следует
выбирать нижний знак, а для j = 2 − верхний.

2 2" 2 ( ) ( , ) ,xx m g x U xωψ = −ψ + Ωψ + ψ ψ + ψ ψ

2 2
0 0 0 1 0, .m n c n n= ω Ω = −ω

1( ) ,xΩ = Ω ,x a< − 0( ) ,xΩ = Ω ,x a<

2( ) ,xΩ = Ω ,x a> jΩ

0 0( ) ( ) .g x x n= −ω α

( ) 0,g x = ,x a> ( ) ,g x g= ,x a<

( ) ( ) ( )2 2 2
1 2, , , ,U x F x a F x aψ = + ψ + − ψ

( ) { }2 2, ( ), 1,2,j j jF x U W x jψ = + ψ =δ

( 0) ( 0),a aψ ± − = ψ ± +

2

'( 0) '( 0)

2 { ( ) } ( ).j j

a a

m U W a a

ψ ± + − ψ ± − =

= + ψ ± ψ ±

В случае одной границы раздела в плоскости
x = 0 при Uj = U0, Wj = 0 и а = 0 из (5) получается
одно граничное условие, приведенное в [18] для
линейного плоского дефекта, а при Uj = 0, Wj = W0
и а = 0 в случае нелинейного плоского дефекта −
условие [10–12]. Для системы двух плоскопарал-
лельных дефектов с линейным взаимодействием
при Uj = U0, Wj = 0 и а ≠ 0 из (5) получаются гра-
ничные условия [8]. При Uj = 0, Wj ≠ 0, и а ≠ 0
из (5) имеют место граничные условия, использо-
ванные в [27] для двух плоскопараллельных де-
фектов с преобладающим нелинейным откликом.
В настоящей работе проанализирован только слу-
чай одинаковых значений соответствующих ха-
рактеристик слоев и их границ раздела.

Если частота волны лежит в диапазоне Ω0 < ω <
< min{Ωj}, то нелинейное уравнение Шрединге-
ра (2) имеет решение:

(6)

где

k – модуль эллиптической функции sn, 0 < k < 1.
Выражение (6) описывает поле, периодическим
образом распределенное во внутреннем слое и
экспоненциально затухающее в линейных полу-
пространствах. Данное состояние советует нели-
нейной световой волне, распространяющейся
вдоль оптического слоя и локализованной в ди-
электрических обкладках.

Подстановка (6) в (4) позволяет получить вы-
ражения для амплитуд затухающего в линейных
полупространствах поля (т.е. амплитуд колеба-
ний поля на границах раздела):

(7)

Подстановка (6) в (5) с учетом (7) приводит к
паре дисперсионных соотношений, определяю-
щих зависимость частоты нелинейной волны от
параметров слоев и их границ раздела:

(8)

где Vj = Wj/g − отношение параметра нелинейно-
сти границы к параметру нелинейности внутрен-
него слоя.
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РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
В настоящей работе интересны эффекты

несимметричной локализации, возникающие
вследствие различия параметров слоев и их гра-
ниц раздела, когда Ω1 ≠ Ω2, U1 ≠ U2, W1 ≠ W2. Бу-
дем рассматривать состояния специального вида,
для которых xs = 0. Для таких состояний из (7)
следует, что они соответствуют противофазным
колебаниям: ψ01 = −ψ02. В длинноволновом при-
ближении qsа  1, когда частота близка к краю

спектра при  из диспер-
сионных уравнений (8) можно получить выраже-
ние для частоты в явном виде:

(9)

где

Следует отметить, что выражение (9) справед-
ливо при условии, что параметры слоев и их гра-
ниц раздела связаны соотношением:

Из данной связи выражается эллиптический мо-
дуль k, который тогда перестает быть свободным
параметром. Для существования локализованной
около внутреннего слоя нелинейной волны с
частотой (9) параметры слоев и их границ раз-
дела должны удовлетворять также условию:

Проанализируем далее дисперсионные соот-
ношения (8) в других частных случаях.

1. Слабо нелинейный отклик границ, когда в
пределе можно положить W0 = 0. В этом случае
частота локализованной около внутреннего слоя
нелинейной волны в длинноволновом приближе-
нии определяется выражением:

(10)

Из (7) можно получить амплитуды длинноволно-
вых колебаний поля на границах с частотой (10):

(11)

Параметры слоев и их границ раздела должны
удовлетворять условиям:  и  =
=  В этом случае полу-
чается, что обе границы должны быть притягива-
ющими для локализации волны вдоль слоев.
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2. Преобладающий нелинейный отклик гра-
ниц, когда в пределе можно положить U0 = 0.
В этом случае частота локализованной около
внутреннего слоя нелинейной волны в длинно-
волновом приближении определяется выраже-
нием:

(12)

Из (7) можно получить амплитуды длинноволно-
вых колебаний поля на границах с частотой (12):

(13)

Параметры слоев и их границ раздела должны
удовлетворять или условию  и  или
условию  и  Знаки параметров не-
линейного отклика обеих границ раздела слоев
могут быть различными, т.е. одна из них может
обладать фокусирующей нелинейностью, а дру-
гая – дефокусирующей.

3. Теперь рассмотрим случай, когда параметры
слоев одинаковы Ω1 = Ω2, а характеристики гра-
ниц по-прежнему различные: U1 ≠ U2, W1 ≠ W2.
В этом случае частота локализованной около
внутреннего слоя нелинейной волны в длинно-
волновом приближении определяется выраже-
нием:

(14)

Из (7) можно получить амплитуды длинноволно-
вых колебаний поля на границах с частотой (14):

(15)

Параметры границ раздела должны удовлетво-
рять либо условию  и  либо условию

 и  Локализованные состояния та-
кого вида существуют, только если границы
раздела слоев обладают внутренними нелиней-
ными свойствами, причем характеристики гра-
ниц должны быть различными по величине.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, установлено, что в трехслой-

ной структуре типа сэндвича, в которой внутрен-
ний оптический нелинейный слой с дефокуси-
ровкой находится между диэлектрическими по-
лупространствами, разделенными границами
раздела с нелинейными свойствами, вдоль слоев
может распространяться нелинейная локализо-
ванная волна возмущения напряженности эклек-
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тического поля. Найдены частоты длинноволно-
вых колебаний в явном аналитическом виде, и
проанализированы условия их существования.

Описано новое свойство, заключающееся в
том, что локализация поля вдоль слоев может
происходить при различных знаках нелинейного
отклика обеих границ раздела слоев: одна из них
может обладать фокусирующей нелинейностью,
а другая – дефокусирующей. Также определена
частота, при которой локализация волны будет
происходить, только если границы раздела будут
обладать выраженным нелинейным откликом
(в случае оптической системы – сильным эффек-
том Керра с нелинейными показателями прелом-
ления, значения которых могут быть различны).

Представляется важным то, что локализация
светового поля возможна при различных нели-
нейных показателях преломления внутри тонких
граничных слоев, разделяющих широкие слои
трехслойной структуры. Управляя их значениями
в ходе создания оптической системы типа сэнд-
вича, можно получать заданные частоты локали-
зации светового поля вдоль слов. Полученные ре-
зультаты способствуют развитию и совершен-
ствованию технологий разработки оптических
систем, основанных на многослойных структурах
[1, 2], использующих свойства границ раздела
слоев.
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САВОТЧЕНКО

Controlling Properties of Interfaces in Nonlinear Sandwich Type Structures
with a Defocusing Internal Layer

S. E. Savotchenko*
Belgorod State Technological University named after Shukhov, Belgorod, 308012 Russia

*e-mail: savotchenkose@mail.ru

The model of a three-layer optical structure, in which plane-parallel interfaces have their own nonlinear
properties, is considered. The internal layer of finite thickness is an optically transparent medium with a de-
focusing Kerr nonlinearity contacting with dielectric linear half-spaces outside. The mathematical formula-
tion of the model is reduced to a nonlinear Schrödinger equation with a positive coefficient of cubic nonlin-
earity and a nonlinear self-consistent potential. A nonlinear light wave is analytically shown to exist in the sys-
tem, propagating along the optical layer and localized in the dielectric plates. The frequencies of localization
of the light field in this structure are obtained and the conditions for their existence are determined for various
media characteristics and their interfaces. The light field is shown to localize along the layers at different signs
of the nonlinear response of the layer interfaces in the three-layer structure, when one of them is character-
ized by focusing nonlinearity and the other by defocusing one.

Keywords: localized states, nonlinear Schrödinger equation, planar defect, interface, layered media, nonlin-
earity coefficient.
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