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Для изучения фрактальных свойств двумерных объектов от микрометрового до сантиметровых мас-
штабов используется метод численного фурье-анализа, моделирующий эксперимент по малоугло-
вому рассеянию света. В эксперименте изучены различные двумерные геометрические регулярные
фракталы такие, как ковер Серпинского, треугольник Серпинского, снежинка Коха и снежинка
Вишека. Двумерные фракталы по аналогии с трехмерными можно разделить на “плоскостные” и
“приграничные” с фрактальными размерностями, лежащими в пределах от 1 до 2 и от 2 до 3 соот-
ветственно. Для объекта с гладкой границей – круга, модельная кривая малоуглового рассеяния
спадает по степеннóму закону q–3, где q – переданный импульс.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Многие физические объекты и явления живой

природы обладают свойствами самоподобия или,
иначе, фрактальными свойствами [1–4]. Напри-
мер, русла рек, горные массивы, ландшафты [5],
разряд молнии [6], протекание жидкости в пори-
стой структуре [7] и многие другие природные
процессы и объекты демонстрируют фракталь-
ные свойства. Более того, структура легких и кро-
веносная система человека, корневая система и
ветвление дерева и многих других растений под-
падают под эту категорию, демонстрируя тем са-
мым, что биологические системы в процессе ро-
ста нередко формируют фракталы [8, 9]. Фрак-
тальные объекты изучаются уже несколько
десятилетий, и существуют хорошо разработан-
ные методы определения фрактальной размерно-
сти объектов, как основной характеристики их
фрактальных свойств. Одним из основных мето-
дов является метод Минковского [10], в котором
для определения фрактальной размерности необ-
ходимо “замостить” поверхность фрактала, на-
пример, совокупностью шаров радиуса ε. Фрак-
тальную размерность системы можно опреде-
лить, как:

(1)

где N(ε) – общее число шаров, ε – радиус шаров,
D – фрактальная размерность.

Для изучения фрактальных объектов наномет-
рового масштаба широко используется метод ма-
лоуглового рассеяния нейтронов или рентгенов-
ского излучения [11–13], основанный на измере-
нии зависимости интенсивности рассеянного
излучения от переданного импульса и описывае-
мый выражением:

(2)

где I – интенсивность рассеянного излучения, q –
переданный импульс, Δ – показатель степени.
Связь показателя степени Δ с фрактальной раз-
мерностью D довольно проста.

Для описания рассеяния на образцах с гладкой
поверхностью и однородной плотностью веще-
ства в частице используется закон Порода, кото-
рый утверждает, что интенсивность рассеяния
является степенной зависимостью от переданно-
го импульса: I(Q) ∝ q−Δ , где Δ = 4 (при значениях
переданного импульса q > 1/R, где R – характер-
ный масштаб рассеивающей частицы). В свою
очередь отклонение показателя Δ от 4 свидетель-
ствует о фрактальной структуре частицы [11–14].
По величине Δ судят о фрактальности исследуе-
мой системы.
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Известно, что для объемных или массовых
фракталов (классических однородных фракталов
в трехмерном пространстве), показатель Δ совпа-
дает с фрактальной размерностью DV, при этом
1 ≤ DV ≤ 3. Для рассеяния на трехмерных объектах
равномерно плотных внутри, но имеющих фрак-
тальную поверхность, Δ = 6 – DS, при этом 3 < Δ ≤ 4,
а DS – это фрактальная размерность поверхности,
которая меняется в пределах 2 ≤ DS < 3 [11–13].
Фрактальные и нефрактальные объекты в трех-
мерном пространстве были классифицированы
по значению их фрактальной размерности, опи-
раясь на эксперименты с использованием метода
малоуглового рассеяния нейтронов и рентгенов-
ского излучения (табл. 1). Корреляционная
функция такого фрактального объекта (вероят-
ность найти ненулевую плотность на расстоянии
r от выбранной начальной точки, усредненная по
всем точкам частицы) имеет вид степенной функ-

ции расстояния r,  где γ(r) – корре-

ляционная функция объекта, ξ – размер частицы.
Кубическая зависимость интенсивности рассея-
ния нейтронов q−3, являющаяся пограничным
случаем перехода от объемного к поверхностному
фракталу, приводит к корреляционной функции,
асимптотика которой внутри частицы (при r/ξ < 1)
пропорциональна ln(r/ξ). В свою очередь, лога-
рифмическая зависимость соответствует особому
типу самоподобия в образце с аддитивным зако-
ном масштабирования, а не мультипликативным,
как в случае объемного фрактала [14, 15].

Методом малоуглового рассеяния нейтронов
или рентгеновского излучения изучают объекты в
диапазоне размеров от одного ангстрема до одно-
го микрометра. Для изучения более крупных
фрактальных объектов, от микрона и больше,
можно также применить метод малоуглового рас-
сеяния, используя в этом случае более длинно-
волновое–оптическое–излучение [16–19].

Следует отметить, что рассеяние света на трех-
мерном объекте зачастую сопровождается силь-
ным поглощением излучения. Этот режим рассе-
яния света следует назвать режимом пропуска-
ния. Тогда, основной вклад в дифракционную
картину дает рассеяние от границ проекции этого
объекта на плоскость, перпендикулярную опти-

−
 γ  ξ 

∼

3
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v

ческой оси. Таким образом, при рассеянии света
мы, фактически, имеем дело с двумерными про-
екциями трехмерных объектов. В то время как о
фрактальных объектах в трехмерном простран-
стве многое известно, двумерные фрактальные
объекты остаются практически не изученными с
использованием методики рассеяния.

Рассеяние света на двумерных объектах-“мас-
ках” давно стало предметом учебников [19, 20].
Для получения качественного изображения рас-
сеянного излучения на детекторе используют со-
бирающую падающий свет линзу, а детектор уста-
навливают в ее фокусе. Такая схема позволяет по-
лучить на детекторе картину рассеяния как
квадрат модуля фурье-образа от рассеивающего
объекта [19]. Простейшая схема эксперимента
для изучения фрактальных объектов, предложен-
ная в статье [18], состоит из лазера как источника
излучения, собирающей линзы и детектора, рас-
положенного в фокальной плоскости линзы. Ин-
тересно отметить, что фрактальные характери-
стики двумерных объектов активно используют
при обработке изображений [16]. А в работе [21]
методом низко когерентной интерференции све-
та были проведены исследования фрактальных
свойств структуры биологических клеток. С по-
мощью света можно также изучать более сложные
фрактальные объекты – мультифракталы, ис-
пользуя вейвлет-анализ вместо фурье-анализа
[22, 23].

Так как эксперименты по малоугловому рассе-
янию света, характеризующиеся сильным погло-
щением в веществе, можно интерпретировать как
рассеяние через маску, т.е. сводя задачу к рассея-
нию на двумерных объектах, то такой экспери-
мент можно заменить численным моделировани-
ем с использованием фурье-анализа двумерных
образов практически любых размеров.

В работе [24] были изучены двумерные регу-
лярные геометрические фракталы, такие как ко-
вер Серпинского, треугольник Серпинского,
снежинка Коха и снежинка Вишека. В качестве
модельной картины рассеяния рассчитывался
квадрат модуля фурье-образа двумерного объек-
та. Полученные фрактальные размерности регу-
лярных геометрических фракталов, расположен-
ных на плоскости, удовлетворительно согласуются
с теоретическими фрактальными размерностями.

Таблица 1. Классификация фрактальных и нефрактальных объектов в трехмерном пространстве на основе изме-
рения размерности методом малоуглового рассеяния нейтронов или рентгеновского излучения

Класс объектов Показатель степени Δ Размерность объекта

Объект с гладкой границей Δ = 4 D = 3
Массовый (объемный) фрактал 1 < Δ < 3 DV = Δ
Поверхностный фрактал 3 < Δ < 4 DS = 6–Δ
Логарифмический фрактал Δ = 3 D = Δ



ПОВЕРХНОСТЬ. РЕНТГЕНОВСКИЕ, СИНХРОТРОННЫЕ И НЕЙТРОННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  № 12  2020

КЛАССИФИКАЦИЯ ФРАКТАЛЬНЫХ И НЕФРАКТАЛЬНЫХ ОБЪЕКТОВ 5

В настоящей работе мы предлагаем классифи-
кацию двумерных фрактальных и нефрактальных
объектов, которые возникают в задачах малоугло-
вого рассеяния света, характеризующихся силь-
ным поглощением. Мы численно моделируем
рассеяние в двумерном пространстве на геомет-
рических регулярных фракталах таких, как ковер
Серпинского, треугольник Серпинского, сне-
жинка Коха и снежинка Вишека и показываем,
что численное моделирование является достовер-
ным методом определения их фрактальной раз-
мерности. Показано, что фрактальные объекты в
двумерном пространстве по аналогии с объекта-
ми в пространстве трех измерений можно разде-
лить на “плоскостные” и “приграничные” с показа-
телем степени, лежащим в пределах от 1 до 2 и от 2
до 3, соответственно, а для объекта с гладкой грани-
цей – круга, кривая форм-фактора, аналогичная
кривой малоуглового рассеяния, спадает по степен-
ному закону (qR)–3, где q – переданный импульс
(при значениях переданного импульса q > 1/R, где
R – радиус круга). Эта классификация может
быть использована для характеристики любых
двумерных фрактальных изображений.

В разделе 2 описан метод численного фурье-
анализа от двумерных образов, моделирующий
эксперимент по малоугловому рассеянию света в
режиме пропускания. В разделе 3 представлен
способ определения степенной зависимости ин-
тенсивности рассеяния от переданного импульса
для различных объектов фрактальной и нефрак-
тальной природы в пространстве двух измерений.
В разделе 4 представлена классификация фрак-
тальных объектов, ее обсуждение и выводы.

2. МЕТОД ЧИСЛЕННОГО ФУРЬЕ-АНАЛИЗА 
ДВУМЕРНЫХ ОБЪЕКТОВ

Поскольку картина интенсивности малоугло-
вого рассеяния представляет собой квадрат моду-
ля фурье-образа объекта исследования, то экспе-

римент по малоугловому рассеянию света можно
смоделировать, используя схему, представлен-
ную на рис. 1.

Схема такого численного эксперимента состо-
ит из четырех шагов. Объект исследования пред-
ставляет собой образ внутри квадрата с размера-
ми 1 × 1 см2, описывающегося бинарной двумер-
ной матрицей. Первым шагом является фурье-
преобразование такого объекта (FFT – Fast Fouri-
er Transform). Полученный фурье-образ объекта
также будет двумерной матрицей, где каждый
элемент матрицы характеризуется амплитудой и
фазой. Второй шаг – формирование двумерной
карты интенсивности, как квадрата модуля Фу-
рье-образа объекта (|F|2, где F – фурье-образ объ-
екта). В эксперименте по малоугловому рассея-
нию света наблюдается аналогичная этой карта
интенсивности. На этом шаге теряется фаза ин-
терференционной картины рассеяния. Третий
шаг алгоритма – азимутальное усреднение ин-
тенсивности рассеяния вокруг центра карты, ко-
торое формирует кривую форм-фактора объекта,
аналогичную кривой малоуглового рассеяния в
реальном эксперименте, т.е. зависимости интен-
сивности от угла рассеяния. Последний шаг –
определение показателя степени Δ из кривого
форм-фактора, как отношение логарифмов ин-
тенсивности и переданного импульса q:

(3)

Фрактальная размерность связана с показателем
степени Δ определенным образом, хотя и по-раз-
ному, для различных типов фракталов в двумер-
ном пространстве (для фракталов в трехмерном
пространстве, см. табл. 1). На программной плат-
форме Qt была написана программа fractal для об-
работки изображений [26], которая выполняет
первые три шага этого алгоритма.

( )( )
( )

ln
.

ln
I q

q
Δ = −

Рис. 1. Схема численного моделирования эксперимента по малоугловому рассеянию света на двумерных объектах.
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Для наглядной демонстрации работы про-
граммы fractal по численному преобразованию
фурье-объектов в двумерном пространстве рас-
смотрим пример простейшего нефрактального
объекта двумерного пространства – круга с ради-
усом R = 0.165 см в квадрате со стороной 1 см. Из-
вестно, что фурье-образ круга представляет собой
систему колец на двумерной карте, а интенсив-
ность рассеяния имеет вид:

(4)

где j1 – функция Бесселя первого порядка, R – ра-
диус круга, q – переданный импульс.

На рис. 2. представлены объект исследования –
круг, и модельная картина интенсивности рассея-
ния – квадрат модуля фурье-образа круга. Неко-
торые отклонения от привычной для нас картины
фурье-образа круга как концентрических колец
происходит в области больших значений фурье-
координаты q из-за краевых эффектов на границе
образа. При фурье-преобразовании происходит
свертка самого объекта – круга и границы изоб-
ражения – квадрата. Следует отметить, что дву-
битный, состоящий из единиц и нулей, черно-бе-
лый образ круга превратился при этом в цветной
образ (оттенки серого) в двумерном пространстве
Фурье, где цвет означает различную степень ин-
тенсивности образа. Образ оказывается наиболее
интенсивным в точке с координатами (0, 0), и
именно эту точку берут за центр окружности при
азимутальном усреднении интенсивности рассе-
яния. Исследования в этой области показывают,
что возможно однозначное восстановление дву-
мерной черно-белой (не бинарной) картины из
полученной в эксперименте двумерной карты ин-

( ) ( )[ ]2
1~ / , I qR j qR qR

тенсивности рассеяния с помощью методики по-
следовательного восстановления фазы фурье-об-
раза при многократном процессе аппроксимации
квадрата амплитуды, при условии, что объект за-
нимает меньше 25% всего изображения [25, 27].

Моделирование процесса рассеяния происходит
следующим образом: объект исследования распо-
ложен внутри квадрата с размерами 1 × 1 см2 и N × N
единичных элементов (пикселей), где для сокра-
щения времени обработки изображений N долж-
но быть равно двойке в некоторой целой степени
2n, n = 1,2,3…. Программа fractal использует быст-
рое фурье-преобразование. Квадрат модуля фу-
рье-образа объекта хорошо моделирует картину
интенсивности рассеяния в малоугловом прибли-
жении. Эта картина представляет собой зависи-
мость интенсивности рассеяния от компонент
вектора, соответствующего волновым векторам
qx, qy, выраженных в обратных единицах длины
реального пространства. Максимальное значение
координаты q в пространстве Фурье вычисляется
как πN/X, где Х – общий размер изображения в
единицах длины, N – размер изображения в пик-
селях, а X/N, соответственно, размер одного пик-
селя в единицах длины. Оси qx, qy делятся на N
равных интервалов и минимальный размер в q-
пространстве равен π/X.

Кривую форм-фактора объекта, аналогичную
кривой малоуглового рассеяния получали, азиму-
тально усредняя интенсивность по кольцу с ради-
усом |q| = (πNi/X) и шириной в 1 пиксель, исполь-
зуя программу fractal. График зависимости ин-
тенсивности от импульса |q| для круга в двойном
логарифмическом масштабе представлен на
рис. 3. Здесь квадратами показаны значения ин-

Рис. 2. (а) Объект исследования – круг; (б) модельная картина интенсивности – квадрат модуля фурье-образа круга,
полученная с помощью программы fractal [26], (вставка) увеличенная картина интенсивности для малых q с концен-
трическими кольцами.
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тенсивности рассеяния, полученной в численном
эксперименте, а сплошная кривая представляет
собой теоретическую зависимость (уравнение (4))
для круга с радиусом R = 0.165 см.

Из рис. 3. видно, что значения, полученные в
результате моделирования, практически ложатся
на теоретическую кривую, при этом интенсив-
ность максимумов спадает по мере роста q по сте-
пенному закону q–3. Такое же поведения наблю-
дается и для других двумерных однородных
нефрактальных объектов (квадрат, треугольник).
Хорошее совпадение численного расчета с теоре-
тической кривой говорит о корректной работе
программы fractal. Для того, чтобы значения ин-
тенсивности, полученные в численном экспери-
менте, хорошо описывали кривую рассеяния
нужно, чтобы несколько точек попадали на одну
осцилляцию. Количество точек, приходящихся
на одну осцилляцию, характеризуется отношени-
ем размера квадрата, в который помещен круг,
т.е. размера самого изображения, к радиусу круга,
при условии, что количество пикселей N, на кото-
рые разбита картина, остается постоянным. Так,
количество точек, приходящихся на одну осцилля-
цию функции Бесселя, будет равно (X/R × 3/8), где
Х – размер изображения, а R – радиус круга.

Несмотря на то, что необходимо несколько то-
чек, приходящихся на одну осцилляцию, чтобы
прописать все особенности кривой, следует отме-
тить, что для определения фрактальной размер-
ности, т.е. наклона огибающей, такое условие не-
обязательно.

3. ИССЛЕДОВАНИЕ ФРАКТАЛЬНЫХ 
СВОЙСТВ ОБЪЕКТОВ В ДВУМЕРНОМ 

ПРОСТРАНСТВЕ МЕТОДОМ ЧИСЛЕННОГО 
ФУРЬЕ-АНАЛИЗА

Мы исследовали фрактальную размерность
ковра Серпинского, принцип построения кото-
рого представлен на рис. 4. На первом шаге из
центра квадрата со стороной 1 см вырезается дру-
гой квадрат со стороной 1/3 от начальной длины.
В получившемся объекте можно выделить 8 квад-
ратов со стороной 1/3 см, из центра которых на
втором шаге вырезается еще по квадрату со сто-
роной 1/9 см, и т.д. Для исследования был по-
строен ковер Серпинского пятой генерации.

Поскольку все реальные фракталы имеют
ограничения по размерам, как со стороны боль-
ших масштабов, так и со стороны малых, то необ-
ходимо контролировать соответствие размеров
фрактального объекта размеру всего квадрата и
минимальному размеру его разбиения на элемен-
ты. Минимальное значение переданного импуль-
са равно 3.14 см–1, что соответствует в реальном
пространстве размеру всего квадрата с размерами
1 × 1 см2. Поскольку максимальный линейный
размер фрактала совпадает с размерами квадрата,
то информацию о фрактальных свойствах объек-
та несут все точки зависимости из диапазона ма-
лых переданных импульсов. Максимальное зна-
чение переданного импульса равно 1600 см–1, что
соответствует в реальном пространстве размеру
единичного элемента разбиения квадрата с раз-
мерами 0.002 × 0.002 см2. При этом минимальный
размер элемента, из которого состоит фрактал
пятой генерации, равен 0.004 × 0.004 см2 (1/35),
что превосходит минимальный размер разбиения
в два раза! Поэтому следует учитывать, что фрак-
тальные свойства объекта в пространстве пере-
данных импульсов ограничены со стороны
больших импульсов величиной 785 см–1 (рав-
ной π × 1/0.004 см–1).

Зависимость I(q) аппроксимировали прямой в
двойном логарифмическом масштабе в соответ-
ствии с выражением (3), при этом наклон прямой
должен равняться значению фрактальной раз-
мерности со знаком минус.

Рис. 3. Зависимость квадрата модуля фурье-образа
(интенсивности) для круга от переданного импульса в
двойном логарифмическом масштабе: квадраты – чис-
ленный расчет, осциллирующая сплошная линия соот-
ветствует уравнению (4), линейная зависимость – q–3.
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ния ковра Серпинского.
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Как видно из рис. 5, зависимость I(q) можно
описать прямой с наклоном –1.91 ± 0.03 в диапа-
зоне переданных импульсов от 5 до 785 см–1, т.е.
там, где объект обладает фрактальными свойства-
ми. Полученное значение корректно описывает в
пределах погрешности фрактальные характеристи-
ки ковра Серпинского, фрактальная размерность
которого, посчитанная теоретически, равна с точ-
ностью до последней цифры 1.89. При этом в диапа-
зоне переданных импульсов от 785 до 1600 см–1 за-
висимость I(q) описывается прямой линией с на-
клоном –2.97 ± 0.09. Как показано выше на
примере круга, это соответствует рассеянию на
минимальном элементе фрактала, т.е. на одно-
родном нефрактальном объекте в двумерно про-
странстве, обладающим резкой границей.

В большинстве случаев для регулярных фрак-
талов на кривые рассеяния возникают осцилля-
ции интенсивности, обусловленные регулярно-
стью структуры. В этом случае аппроксимация
прямой линией дает некорректное значение
фрактальной размерности из-за того, что точки
неравномерно расположены по оси абсцисс. В
этом случае можно разбить весь диапазон q про-
странства, соответствующий фрактальному объ-
екту, на полосы равной ширины в логарифмиче-
ском масштабе и усреднить все точки в каждой
полосе, т.е. посчитать среднее арифметическое
для каждой из полос. Как показано в работе [18],
количество таких полос должно быть на одну
меньше, чем номер генерации фрактала. Полу-
ченную таким образом зависимость I(q) следует
аппроксимировать прямой, наклон которой бу-
дет равен фрактальной размерности исследуемо-
го объекта (черные квадраты на рис. 5). Для пятой
генерации ковра Серпинского данные разбива-
ются на четыре полосы и получаемый наклон ра-

вен 1.95 ± 0.03, что также близок к теоретической
размерности в пределах погрешности.

Для верификации метода была получена зави-
симость фрактальной размерности от количества
полос усреднения для шестой генерации ковра
Серпинского (рис. 6).

Видно, что при количестве полос усреднения
от 4 до 6 фрактальная размерность соответствует
теоретической (сплошная линия на графике) в
пределах погрешности, однако наилучшее соот-
ветствие имеет фрактальная размерность, полу-
ченная при пяти полосах усреднения, что на одну
меньше, чем номер генерации фрактала. Также
была прослежена зависимость фрактальной раз-
мерности от номера генерации фрактала (рис. 7).

Рис. 5. Зависимость усредненной интенсивности от
переданного импульса в двойном логарифмическом
масштабе для ковра Серпинского пятой генерации
(полые квадраты); усредненные по полосам данные
(заполненные квадраты).
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Из графика на рис. 7 видно, что при увеличе-
нии номера генерации фрактальная размерность
стремится к теоретической фрактальной размер-
ности, а ковер Серпинского третьей генерации,
по существу не является фрактальным объектом.

Используя методику, описанную выше, были
также измерены фрактальные размерности и дру-
гих геометрических двумерных фракталов: тре-
угольника Серпинского, снежинки Коха и сне-
жинки Вишека (рис. 8).

Полученные в численном эксперименте фрак-
тальные размерности представлены в табл. 2.

В пределах погрешности полученные фрак-
тальные размерности ковра Серпинского и тре-
угольника Серпинского равны фрактальным раз-
мерностям, вычисленным теоретически. Некото-
рое несоответствие результатов численного
эксперимента теоретическим значениям для сне-
жинки Вишека и снежинки Коха связано с недо-
статочным числом генераций фрактального объ-
екта, использованного в численном эксперимен-
те. Видно, что все фрактальные размерности
лежат в диапазоне от 1 до 2.

4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ “ПРИГРАНИЧНОГО” 
ФРАКТАЛА: СНЕЖИНКА КОХА

По аналогии с поверхностным фракталом, ча-
сто наблюдаемом методом малоуглового рассея-
ния в трехмерном пространстве [11–13], можно
определить так называемый “приграничный”
фрактал в двумерном пространстве, когда с одной
стороны фрактальной границы пустота, а с дру-
гой однородная среда, т.е. объект закрашен. Для
такого “приграничного” фрактала можно пред-
положить по аналогии с поверхностным фракта-
лом в трехмерном пространстве, что фрактальная
размерность его будет равна 2d – Δ, где d = 2 –
размерность пространства, Δ – наклон прямой,
аппроксимирующей данные, лежащий в интерва-
ле от 2 до 3.

Для иллюстрации этого утверждения рассмот-
рим снежинку Коха, как простой, “плоскостной”
фрактал, представляющий собой только линию
границы. В качестве “приграничного” фрактала
рассмотрим ту же снежинку, но с совершенно за-
полненной внутренней частью. Их вид представ-
лен на рис. 9.

Для “плоскостного” фрактала снежинки Коха
наклон кривой равен фрактальной размерности
1.35 ± 0.016, тогда как для “приграничного” фрак-

Рис. 8. Треугольник Серпинского, снежинка Коха и
снежинка Вишека.

Таблица 2. Фрактальные размерности регулярных геометрических фракталов, определяемые численным мето-
дом с помощью фурье-анализа

Фрактальная размерность 
вычисленная, D

Фрактальная размерность 
теоретическая

Ковер Серпинского 1.91 ± 0.03 1.89
Треугольник Серпинского 1.57 ± 0.012 1.585
Снежинка Коха 1.35 ± 0.016 1.262
Снежинка Вишека 1.32 ± 0.024 1.465

Рис. 9. Иллюстрация “плоскостного” и “пригранич-
ного” фрактала снежинки Коха.

Таблица 3. Классификация фрактальных и нефрактальных объектов в двумерном пространстве

Класс объектов Показатель степени Δ Размерность объекта

2D-объект с гладкой границей Δ = 3 D = 2
“Плоскостной” (plane) фрактал 1 < Δ < 2 DP = Δ
“Приграничный” (boundary) фрактал 2 < Δ < 3 DB = 4 – Δ



10

ПОВЕРХНОСТЬ. РЕНТГЕНОВСКИЕ, СИНХРОТРОННЫЕ И НЕЙТРОННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  № 12  2020

ПУСТОВОЙТ и др.

тала снежинки Коха наклон кривой равен 2.6 ±
± 0.01 (рис. 10), что в пределах погрешности соот-
ветствует фрактальной размерности кривой Ко-
ха, рассчитанной по формуле 2d – Δ. Таким обра-
зом, можно сказать, что среди объектов двумер-
ного пространства действительно существует
аналог поверхностного фрактала в трехмерном
пространстве.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Все полученные результаты для двумерных
фрактальных объектов можно обобщить в виде
таблицы (табл. 3).

Для объекта с гладкой границей – круга – по-
казатель степени равен трем, для обычного, назо-
вем его “плоскостным”, фрактала в двумерном
пространстве показатель степени или фракталь-
ная размерность лежит в интервале от 1 до 2.
Фрактальная размерность “приграничного”

фрактала будет равна (2d – Δ), а показатель степе-
ни лежит в интервале от 2 до 3.

Таким образом, в данной работе, используя
метод численного фурье-анализа, нами дополне-
на классификация фрактальных объектов в дву-
мерном пространстве.
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Classification of the Fractal and Non-Fractal Objects in Two-Dimensional Space
P. M. Pustovoit1, 2, *, E. G. Yashina1, 2, K. A. Pshenichnyi1, 2, S. V. Grigoriev1, 2

1Department of Physics, Saint Petersburg State University, Saint Petersburg, 198504 Russia
2Petersburg Nuclear Physics Institute named by B.P. Konstantinov of National Research Centre “Kurchatov Institute,

Gatchina, 188300 Russia
*e-mail: polinapus@mail.ru

The method of numerical Fourier analysis is used to investigate fractal properties of 2D-objects with microm-
eter–centimeter sizes. This numerical method simulates the small-angle light scattering experiment. Differ-
ent geometric 2D-regular fractals, as Serpinski carpet, Serpinski triangle, Koch snowflake and Vishek snow-
flake, have been studied. We can divide 2D-fractals in analogy of 3D, on “plane” and “boundary” fractals
with fractal dimensions lying in the intervals from 1 to 2 and from 2 to 3 respectively. For the circle – object
with a smooth boundary in 2D-model scattering curve decreases by the power law q–3, where q is momentum
transfer.

Keywords: fractals, Fourier analysis, small-angle light scattering, 2D objects.
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