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Для описания сигнала полевой электронной эмиссии использован регрессионный подход с тремя
моделями. Каждая функция регрессии имеет свое теоретическое обоснование. Трехпараметриче-
ские модели позволяют учесть отклонения вольтамперных характеристик в координатах Фаулера–
Нордгейма от прямой линии как в области высоких значений напряжения, так и в области низких.
Исследуемые выборки данных получены как результат численного эксперимента с заданными па-
раметрами сигнала для более наглядного сравнения. Рассмотрена специальная модель шума, в рам-
ках которой представляется справедливым применение традиционной линеаризации по параметрам.
Для регрессионных остатков уделено внимание проверке на нормальность распределения. Выполнено
перекрестное оценивание параметров предлагаемых моделей. Проверена их статистическая значимость
с доверительной вероятностью 95%. Показано, что для каждого набора экспериментальных данных мо-
жет понадобиться своя модель. В качестве меры зависимости отклика от фактора в работе использо-
вался скорректированный коэффициент детерминации.
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ВВЕДЕНИЕ

Источники заряженных частиц, работающие в
режиме полевой электронной эмиссии (ПЭЭ),
продолжают оставаться неисчерпаемой темой для
теоретических и практических исследований [1].
Разработка новых приборов и устройств, в основе
которых заложено явление ПЭЭ, стимулируется
как достоинствами таких катодов, так и их недо-
статками [2, 3]. К преимуществам обычно приня-
то относить мгновенный токовый отклик систе-
мы на изменение управляющего напряжения и
крутизну вольтамперной характеристики (ВАХ).
Выделяется среди положительных особенностей
сравнительно малая ширина энергетического
спектра [4]. К основному недостатку относится
чувствительность рабочей поверхности к давле-
нию газа, адсорбция атомов которого способна
сильно изменить эмиссионные свойства образца.

Одним из способов борьбы с нежелательной
эволюцией поверхности эмиссионного катода
является поиск новых материалов, способных
снизить требования к уровню вакуума в межэлек-
тродном пространстве. Такого рода меры не про-
ходят бесследно. Энергетические спектры элек-
тронов могут расширяться и становиться мульти-

модальными [5]. ВАХ может приобрести характер
гистерезиса [6]. И подобные результаты уже не-
возможно согласовать с первоначальной теорией
ПЭЭ.

Можно вспомнить о том, что первичным ана-
лизом данных является их визуальное восприя-
тие. Так выдвигаются гипотезы о характере связи
между наблюдаемыми величинами: в нашем слу-
чае ими являются напряжение  и сила тока  В
математической статистике за эту область иссле-
дований отвечает регрессионный анализ. Здесь
предметом изучения будут как предполагаемая
зависимость  так и погрешности изме-
рений. Особенно удачной можно признать ситуа-
цию, когда для выдвижения гипотезы о виде
функции  существуют теоретические
предпосылки. Такого рода регрессионные моде-
ли и будут рассмотрены ниже.

Тем не менее, визуальный вывод о характере
связи между изучаемыми характеристиками яв-
ляется зачастую субъективным. Поэтому целью
настоящей работы является не только анализ су-
ществующих подходов к описанию токового от-
клика на изменение напряжения и их качественные
признаки. Важно уметь провести количественное
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сравнение моделей с помощью математических
критериев и вынести аргументированное заключе-
ние о преимуществе одной из них. В свою очередь
адекватно выбранный способ описания отклика
сигнала ПЭЭ может оказать влияние на качество
прогноза поведения ВАХ за пределами рассмот-
ренных режимов работы катодных узлов.

ОБЩАЯ МОДЕЛЬ
Будем придерживаться следующей общей по-

становки задачи для однофакторной модели. Име-
ется набор измерений  где  Значения
фактора  полагаются определенными
точно, при этом отклики  содержат
погрешности, что можно отразить в виде:

Здесь  – оцениваемая неизвестная функция от-

клика,  – набор неизвестных пара-

метров,  – ошибки измерений или, другими
словами, “шум”.

Для параметров  необходимо получить опти-
мальную оценку  исходя из того, что так называ-
емая функция регрессии  которую должен
предложить исследователь, является также оцен-
кой истинной зависимости  В результате
пишут

(1)

где  – область определения параметров,
 – некоторый функционал качества,  –

остатки регрессионной модели [7].
В общем случае функция  может быть

нелинейной как по отклику, так и по параметрам.
Пусть удается с помощью некоторого взаимно-
однозначного соответствия

(2)
получить вместо (1) новые наблюдения в виде:

(3)

где область  является отображением  с
помощью (2). При рассмотрении (3) можно пред-
полагать, что структура функционала качества не
меняется. Тогда преобразованную модель откли-
ка  будем называть линеаризованной по пара-
метрам (в литературе можно встретить термины
“квазилинейная”, “внутренне линейная” и т.п.).
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Обратим внимание на то, что остатки  в (3) изме-
нились по причине проведенного преобразования.

МОДЕЛЬ ФАУЛЕРА–НОРДГЕЙМА

На основе туннельного эффекта [8] в 1928-м
году Фаулером и Нордгеймом была построена
теория полевой электронной эмиссии [9]. Основ-
ным результатом исследования стала связь плот-
ности эмиссионного тока  с напряженностью
внешнего электростатического поля 

(4)

Параметры формулы (4) получаются постоянны-
ми величинами при использовании математиче-
ской модели треугольного потенциального барье-
ра, который преодолевают заряды:

 – элементарный заряд,  – работа выхода,  –
масса электрона,  – приведенная постоянная
Планка. Можно обратить внимание, что если по
оси абсцисс отложить величину обратной напря-
женности, а по оси ординат – логарифм отношения
плотности тока к квадрату напряженности, то полу-
чится линейная зависимость, наклон которой опре-
деляется значением работы выхода (рис. 1). Данное
преобразование в литературе закреплено термином
“координаты Фаулера–Нордгейма”. В итоге мето-
дика измерения  по наклону ВАХ стала одной из
общепринятых [10].

В основе теории Фаулера–Нордгейма лежал
ряд предположений и допущений. Также при вы-
воде (4) не обошлось без математических упроще-
ний. В частности, теория справедлива для метал-
лических эмиттеров; распределение электронов
по энергиям было использовано для предельного
случая нулевой абсолютной температуры; обра-
зец считался полубесконечным с плоской грани-
цей, что позволило рассматривать задачу как одно-
мерную; вероятность прохождения потенциально-
го барьера была вычислена в квазиклассическом
приближении [11]. Позднее Нордгейм ввел поправ-
ку на характер взаимодействия электрона с поверх-
ностью катода согласно методу сил изображения
[12]:

(4')

где  – электрическая постоянная, а  и  –
связанные с эллиптическими интегралами функ-
ции Нордгейма. При теоретических расчетах ис-
пользуются протабулированные значения дан-
ных функций или их аппроксимации. Одна из
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удачных аппроксимаций функций Нордгейма
представлена в работе [13]:

Простейшей системой, реализующей механизм
ПЭЭ, является классический полевой диод.
Между катодом и анодом создается напряжение

 При этом фиксируется полный эмиссионный
ток  Данные характеристики являются инте-
гральными. Для плоского случая справедливо:

где  – расстояние между катодом и анодом,  –
площадь эмиссии. Чтобы получить электриче-
ское поле нужной напряженности, полевые като-
ды изготавливают с формой поверхности малого
радиуса кривизны (∼100 нм [3]), в виде острий
или лезвий. Тогда в пространственном случае мо-
жет быть использована запись вида:

где  – геометрический фактор поля (напр. [14]),
 – поверхность катода. В любом случае связь

между дифференциальными характеристиками 
и  позволяет рассчитывать на то, что закон Фау-
лера–Нордгейма справедлив и в интегральной
форме:

(5)

где  и  в нулевом приближении также можно
считать постоянными величинами для конкрет-
ного образца. Этот тезис подтверждается экспе-
риментальными данными. В (5) дополнительно
введены калибровочные значения напряжения 
и силы тока  для придания параметрам  и 
безразмерного вида. Стоит также отметить, что в
координатах Фаулера–Нордгейма, где напряжен-
ность заменяется напряжением, а плотность тока –
его силой, на наклон интегральной ВАХ начинают
влиять геометрические характеристики поверх-
ности катода (кривизна, угол раствора, шерохо-
ватость), совокупное воздействие которых чаще
всего описывается фактором поля 

Параметры  и  как правило, необходимо
определить из данных натурного эксперимента. В
рамках нелинейной задачи регрессионного ана-
лиза можно записать:
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Такую двухпараметрическую модель [15] будем
обозначать как FN. Выбор первой регрессионной
модели – (5) – является очевидным, поскольку
основан не на субъективном восприятии данных
исследователем, а продиктован теорией Фауле-
ра–Нордгейма. При этом остатки  будут сфор-
мированы не только величинами погрешностей,
но и неучтенными факторами, например, влия-
нием температуры.

Явление ПЭЭ является не единственным для
применения модели FN. Действительно, можно
вспомнить, что термоэлектронная эмиссия опи-
сывается законом Ричардсона–Дешмана [8], ко-
торый имеет схожий с (4) вид:

(6)

 – постоянная Больцмана;  – усредненный ко-
эффициент отражения электронов от границы
раздела эмиттера с внешней средой. Роль основ-
ного управляющего фактора в данном случае вы-
полняет температура. Значения работы выхода 
определенные с помощью формул (4) и (6), ока-
зываются различными из-за сильных отличий в
условиях проведения экспериментов [10].

Вернемся к функции регрессии. Легко убе-
диться, что

Таким образом, погрешность в измерениях на-
пряжения можно представить, как ошибку изме-
рения силы тока, причем, пропорциональную ве-
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Рис. 1. Дифференциальная вольт-амперная характе-
ристика.
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личине сигнала. Иными словами, значения факто-
ров в модели FN можно считать точными: 

Осуществим переход к координатам Фаулера–
Нордгейма, что является примером применения
преобразования (2):

Тогда предоставляется возможность иметь дело с
простой линейной регрессией:

(8)

Здесь 
Заметим, что

(9)

То есть, если для погрешности  использовать
прогрессивную модель, в которой соотношение
интенсивности сигнала и шума остается постоян-
ным, то

(10)

где  а величина  выделена
отдельно для характеристики уровня помех.

МОДЕЛЬ ХЕ–КАТЛЕРА–МИСКОВСКИ
При изучении эмиссионных свойств новых

материалов и разных конфигураций систем, ра-
ботающих на основе ПЭЭ, периодически наблю-
дались отклонения от закона Фаулера–Нордгей-
ма. Недостаток тока часто объяснялся наличием
пространственного заряда в межэлектродном за-
зоре, который препятствует рассматриваемому
процессу переноса [16]. Избыток тока тоже мож-
но объяснить. Например, он может быть вызван
ростом площади эмиссии или подключением но-
вых вспомогательных механизмов образования
носителей заряда таких, как термический разо-
грев или элементарные акты взрывной эмиссии.

В работе [17] Хе, Катлер и Мисковски при рас-
смотрении неплоской геометрии металлического
катода предложили зависимость плотности тока 
от напряжения  обобщающую FN. Представим
ее в интегральных характеристиках следующим
образом:
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Дополнительный параметр  призван сделать со-
ответствие теории с экспериментом более удач-
ным. Как и ранее, набор  зависит от свойств
и параметров конкретной эмиссионной системы.

В терминах регрессионного анализа для безраз-
мерных величин новой модели HCM запишем:

Здесь мы не ограничиваем область определения
параметра  поскольку формальные предпосыл-
ки для этого отсутствуют.

По аналогии с FN можно убедиться, что по-
грешности измерения напряжения по-прежнему
можно не учитывать, рассматривая их как состав-
ляющую шума в отклике. Действительно,

Снова произведем логарифмическое преобразо-
вание (7). В случае HCM

(12)

Здесь  B ' < 0, C ' ∈
 Результаты моделирования сигнала

приведены пунктирной линией на рис. 2. Здесь
полагается, что    А,

 В. Значения третьего параметра приведе-
ны на самом рисунке. Случай  отвечает мо-
дели FN. При выбранной системе масштабирова-
ния отклонения от линейности в координатах
Фаулера–Нордгейма приходятся на область ма-
лых значений напряжения.

Видно, что линеаризованная модель HCM яв-
ляется стандартным обобщением простой линей-
ной регрессии, которое осуществляется с помо-
щью добавки квадратичного члена или более об-
щего перехода к полиномиальному случаю [7].
Обратим также внимание на то, что в координа-
тах Фаулера–Нордгейма для HCM полностью
справедливо представление (9).

2 2
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ОБОБЩЕННАЯ МОДЕЛЬ 
ФАУЛЕРА–НОРДГЕЙМА

Отклонения от теории Фаулера–Нордгейма
наблюдались не только при анализе эксперимен-
тальных данных, но и в теоретических выкладках.
Так при рассмотрении вопроса оптимизации
многоострийного полевого источника авторы
[18] пришли к выводу о пропорциональности си-
лы тока с одного острия третьей (а не второй) сте-
пени напряженности электрического поля. Ана-
логичный вывод можно проследить и в работах
[19, 20] для катодов с поверхностью в виде поло-
сти двуполостного гиперболоида вращения и по-
ловины вытянутого эллипсоида вращения. В ра-
боте [21] при исследовании значений тока в ходе
туннелирования, носящего резонансный харак-
тер, было получено значение показателя степени
напряжения, равное 5/3. Автор же [22] возвраща-
ет внимание читателей к тому факту, что в форму-
лу (4') входят функции, зависящие от напряжен-
ности  и это не стоит игнорировать. В указан-
ной работе анализ ВАХ предлагается проводить в
модифицированных координатах Фаулера–
Нордгейма для большего согласования теории с
экспериментом.

На основе вышеизложенного можно ввести в
рассмотрение модель токового отклика FNgen
следующего характера:

(13)

где уже параметр η будет отвечать за отклонение
ВАХ от модели (5).

Для нелинейной регрессионной модели FNgen
запишем:

Удостоверимся, что и в данном случае погреш-
ность фактора , а значит и напряжения  мож-
но представить как ошибку измерения силы тока,
пропорциональную величине сигнала:
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Логарифмическое преобразование (7) для линеа-
ризации FNgen дает (см. также [23]):

(14)

Здесь  η' ∈
 Результаты моделирования сигнала

приведены пунктирной линией на рис. 3. Для па-
раметров   и калибровочных значений на-
пряжения и силы тока использованы те же значе-
ния, что и ранее. Значения параметра  приведе-
ны на самом рисунке. Случай  отвечает
модели FN. Здесь при выбранной системе мас-
штабирования отклонения от линейности прихо-
дятся на область высоких значений напряжения.

В случае модели FNgen обобщение простой ре-
грессии осуществляется с помощью добавки ло-
гарифма, что не выглядит очевидным шагом для
выбора системы функций  Однако такой
подход (как и прежде) продиктован имеющимися
теоретическими предпосылками. Снова укажем
на тот факт, что в координатах Фаулера–Норд-
гейма для FNgen сохраняется представление (9).

КОМПЬЮТЕРНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ
И РЕЗУЛЬТАТЫ

Современные автоматизированные системы
сбора информации позволяют получать достаточ-
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Рис. 2. Отклики для моделей FN и HCM, 
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но большое количество опытных данных для их
дальнейшей обработки, в том числе и статистиче-
ской. Однако натурный эксперимент всегда со-
пряжен с материальными затратами, связанными
с его проведением. Поэтому для тестирования
различных подходов к решению поставленных
задач, анализа помехоустойчивости реализован-
ных алгоритмов, прогнозирования результата
при значениях параметров, выходящих за рамки
возможностей конкретной экспериментальной
установки, и т.п. удобно проводить компьютер-
ные эксперименты на основе исследуемых мате-
матических моделей [24].

В нашем случае отклик сигнала ПЭЭ модели-
ровался на основе одного из трех законов: (5), (11)
или (13), т.е. полагалось, что  При этом за-
давался вектор параметров  значения ком-
понент которого уже приводились ранее. Случай-
ный шум  генерировался в соответствии с пред-
положением (10):

(15)

где  – стандартная нормально распределенная
случайная величина,  – задаваемый уровень шу-
ма (интенсивность погрешности). Поскольку
значения силы тока не могут быть отрицательны-
ми, то выборка  строго говоря, должна принад-
лежать усеченному распределению [25]. Положив

 всегда можно проверить сходимость ис-
пользуемых алгоритмов получения оценки  к
точному результату 
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На рис. 2–5 представлены результаты модели-
рования  откликов  с погрешностями из-
мерения согласно схеме (15) на уровне 20% от ве-
личины сигнала. Моделирование  осуществля-
лось методом отбора [25] с использованием
генератора псевдослучайных величин Mersenne
Twister [26], который показал хорошие результаты
при прохождении системы разнообразных тестов
для проверки качества [27]. Значения напряже-
ния  были выбраны таким образом, чтобы фак-
торы  оказались равноотстоящими. Этот мо-
мент обсуждался ранее в [24]. Методом наимень-
ших квадратов построены аппроксимации
линеаризованных откликов в рамках рассматри-
ваемых регрессионных моделей:

(16)

где компоненты матрицы  и вектора  вычисля-
ются по формулам:

На рис. 2–5 функции (16) представлены сплош-
ными серыми линиями.

Данные, представленные на рис. 4 и 5, позво-
ляют говорить о том, что при существенном (как
в данном случае) уровне шума отклонение ВАХ в
координатах Фаулера–Нордгейма от линейного
вида может остаться незамеченным. Это стоит
обсудить ниже. Как меру влияния функции ре-
грессии на результат обработки данных выберем
скорректированный или приведенный коэффи-
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Рис. 3. Отклики для моделей FN и FNgen, 

0

–1.0

1.0

–2.0

–3.0
0.20 0.4 0.6 0.8 1.0

V0/V

lg( I
V2 I0

2V0 )

FN(η* = 0)
FNgen(η* = 1.5)
FNgen(η* = –1.5)

20%.δ =
Рис. 4. Отклики для модели HCM и простая линейная
регрессия, 

0

–1.0

1.0

–2.0

–3.0
0.20 0.4 0.6 0.8 1.0

V0/V

lg( I
V2 I0

2V0 )

FN(C* = 0)
HCM(C* = 1.5)
HCM(C* = –1.5)

20%.δ =



ПОВЕРХНОСТЬ. РЕНТГЕНОВСКИЕ, СИНХРОТРОННЫЕ И НЕЙТРОННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  № 12  2020

РЕГРЕССИОННЫЕ МОДЕЛИ ДЛЯ СИГНАЛА ПОЛЕВОЙ ЭЛЕКТРОННОЙ ЭМИССИИ 101

циент детерминации [7], который позволит срав-
нить модели с разным количеством параметров:

Ранее упоминалось, что регрессионные моде-
ли HCM и FNgen предложены в таком виде, что
при значении  (или ) классический
закон (5) становится их частным случаем. В рам-
ках обработки результатов натурного экспери-
мента целесообразным видится один из двух под-
ходов [28]. Можно осуществить проверку с задан-
ной доверительной вероятностью значимости
третьего параметра. Если нет оснований считать
величину  значимой, то следует вернуться к об-
щепринятой модели FN. Альтернативно можно
построить доверительные интервалы для компо-
нент вектора  Если на заданном уровне значи-
мости в такой интервал для  попал ноль, то это
также является поводом не проводить усложне-
ние регрессионной модели. Будем придерживать-
ся второго способа. Для доверительных интерва-
лов справедливо:

где  –  – квантиль t-распределе-
ния Стьюдента с  степенями свободы,  – диа-

гональные элементы матрицы  [28].
В табл. 1 приведены данные по применению

линеаризованных моделей (8) и (12) к сигналу,
сформированному на основе (11). Показатель 
для модели (8) оказался достаточно высок, чтобы
выдвинуть гипотезу о линейности отклика в ко-
ординатах Фаулера–Нордгейма (рис. 4). Однако
для обоих значений  применение трехпарамет-
рической функции регрессии HCM привело к
увеличению  Следовательно, скорректиро-
ванный коэффициент детерминации помогает
идентифицировать, что  Это подтвержда-
ется построенными на уровне значимости α =
= 0.05 доверительными интервалами. Отметим,
что для случая  в доверительные интерва-
лы не попали моделируемые значения  Это ре-
зультат нельзя признать хорошим, но в [24] отме-
чалась возможность получить не слишком удач-
ные данные при моделировании. Поскольку в
натурном эксперименте может встретиться похо-
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жая ситуация, авторы решили не исключать из
рассмотрения данный случай. Кроме того, рис. 2
демонстрирует тот факт, что даже с “неудачно”
оцененными параметрами функция  очень
близка по поведению к “чистому” cигналу 

В табл. 2 сведены результаты использования
линеаризованных моделей (8) и (14) к отклику,
полученному из (13). Статистика  для модели
(8) и здесь принимает значения, позволяющие го-
ворить о линейности (рис. 5). Тем не менее, при-
менение трехпараметрической функции регрес-
сии FNgen снова привело к увеличению  И ги-
потеза о том, что  снова оправдана
построенными доверительными интервалами.
Здесь для случая  коэффициент  ока-
зался незначим, что влечет за собой  Эта
ситуация не считается критической, поскольку
для анализа ВАХ более важным является наклон
кривой. На рис. 3 показано хорошее соответствие
восстановленной функции  и первоначаль-
ной зависимости 

Табл. 3 содержит данные по восстановлению
зависимости, моделируемой с помощью (5), ли-
неаризованными моделями (8), (12) и (14). При-
менение избыточных в данном случае трехпара-
метрических моделей HCM и FNgen привело к
уменьшению скорректированного коэффициен-
та детерминации. В дополнение, доверительные
интервалы для параметра  включают в себя ну-
левые значения. Таким образом, удалось иденти-
фицировать, что мы имеем дело с изначально
двухпараметрической моделью сигнала.
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Рис. 5. Отклики для модели FNgen и простая линей-
ная регрессия, 
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Таблица 1. Применение моделей FN и HCM к сигналу HCM

,

, FN
0.9701

,

, HCM
0.9787

,

, FN
0.8657

,

, HCM
0.8865

( )* *, *, *A B C=q 2.000 4.000 1.500 2
adjR

*θ 0.3010 1.737− 0.6514−

( )=ˆ ˆ ˆ', 'A Bθ

,L R 
 θ θ

0.4303

[ ]0.3823,0.4783

2.405−

[ ]2.483, 2.327− −

( )ˆ ˆ ˆˆ', ', 'A B C=θ

,L R 
 θ θ

0.2067

[ ]0.1315,0.2819

1.337−

[ ]1.647, 1.027− −

0.9705−

[ ]1.246, 0.6950− −

( )* *, *, *A B C=q 2.000 4.000 1.500− 2
adjR

*θ 0.3010 1.737− 0.6514

( )ˆ ˆ ˆ', 'A B=θ

,L R 
 θ θ

0.1278

[ ]0.08346,0.1721

0.9934−

[ ]1.066, 0.9210− −

( )ˆ ˆ ˆˆ', ', 'A B C=θ

,L R 
 θ θ

0.2862

[ ]0.2104,0.3621

1.750−

[ ]2.063, 1.437− −

0.6876

[ ]0.4099,0.9653

Таблица 2. Применение моделей FN и FNgen к сигналу FNgen

,

, FN
0.9679

,

, FNgen
0.9720

,

, FN
0.9043

,

, FNgen
0.9074

( )* *, *, *A B= ηq 2.000 4.000 0.5000
2
adjR

*θ 0.3010 1.737− 0.5000−

( )ˆ ˆ ˆ', 'A B=θ

,L R 
 θ θ

0.7214

[ ]0.6761,0.7667

2.187−

[ ]2.260, 2.114− −

( )ˆ ˆ ˆ ˆ', ', 'A B= ηθ

,L R 
 θ θ

0.2502

[ ]0.03800,0.4624

1.659−

[ ]1.902, 1.416− −

0.5483−

[ ]0.7902, 0.3064− −

( )* *, *, *A B= ηq 2.000 4.000 0.5000− 2
adjR

*θ 0.3010 1.737− 0.5000

( )ˆ ˆ ˆ', 'A B=θ

,L R 
 θ θ

0.1744−

[ ]0.2183, 0.1305− −

1.119−

[ ]1.191, 1.047− −

( )ˆ ˆ ˆ ˆ', ', 'A B= ηθ

,L R 
 θ θ

0.1208

[ ]0.09630,0.3379−

1.521−

[ ]1.770, 1.272− −

0.3435

[ ]0.09590,0.5911

Таблица 3. Применение моделей FN, HCM и FNgen к сигналу FN

,

, FN
0.9772

,

, HCM
0.9764

,

, FNgen
0.9765

( )* *, *A B=q 2.000 4.000
2
adjR

*θ 0.3010 1.737−

( )ˆ ˆ ˆ', 'A B=θ

,L R 
 θ θ

0.3038

[ ]0.2735,0.3342
1.746− [ ]1.796, 1.697− −

( )ˆ ˆ ˆˆ', ', 'A B C=θ

,L R 
 θ θ

0.2915

[ ]0.2341,0.3489

1.687−

[ ]1.924, 1.451− −

0.05361−

[ ]0.2638,0.1566−

( )ˆ ˆ ˆ ˆ', ', 'A B= ηθ

,L R 
 θ θ

0.3674

[ ]0.2128,0.5220

1.818−

[ ]1.995, 1.640− −

0.07398

[ ]0.1024,0.2503−
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В заключении отметим, что, в согласии с
предыдущим исследованием [24], остатки  всех
регрессионных моделей (11 выборок, на основе
которых составлены табл. 1–3) были подвергнуты
тесту Шипиро–Уилка на принадлежность нор-
мальному закону распределения. С доверитель-
ной вероятностью 95% оснований отвергать та-
кие гипотезы не нашлось.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе были рассмотрены три регрессион-

ных модели для сигнала полевой электронной
эмиссии: FN, HCM и FNgen, каждая из которых
имеет свое теоретическое обоснование, предло-
женное различными авторами. При выбранной
системе масштабирующих множителей трехпара-
метрические функции позволяют учесть отклоне-
ния ВАХ в координатах Фаулера–Нордгейма от
прямой линии как в области высоких значений
напряжения, так и в области низких. В ходе чис-
ленного эксперимента было рассмотрено пять
выборок, остатки  которых можно признать
нормально распределенными случайными вели-
чинами на основе критерия Шапиро–Уилка. Это
послужило основой для построения точечной и
интервальной оценок параметров для функций
регрессии. Установлено, что для каждого кон-
кретного набора данных может понадобиться
своя модель. В частности, высокие значения
скорректированного коэффициента детермина-
ции  который использовался для демонстра-
ции меры зависимости отклика от фактора, не яв-
ляются поводом для того, чтобы не рассматривать
более сложный вариант регрессии. И статистика

 и доверительные интервалы, несмотря на не-
которые недочеты, позволили корректно иденти-
фицировать значимость или ее отсутствие для
третьего параметра в моделях HCM и FNgen.
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Regression Models for the Field Electron Emission Signal
N. V. Egorov1, *, M. I. Varayun’1, V. M. Bure1, A. Yu. Antonov1

1St. Petersburg State University, St. Petersburg, 199034 Russia
*e-mail: robby7@mail.ru

The regression approach with three models to describe the field electron emission signal is used. Each regres-
sion function has its own theoretical basis. Three-parameter models make it possible to take into account de-
viations of current-voltage characteristics in the Fowler–Nordheim coordinates from a straight line both in
the region of high voltage values and in the region of low ones. The studied data samples were obtained as the
result of the numerical experiment with the given signal parameters for a more visual comparison. A special
noise model is considered, within which the use of traditional linearization by parameters seems fair. For re-
gression residuals, attention is paid to checking for the distribution normality. Cross-estimation of the pro-
posed models parameters is performed. Their statistical significance with the confidence level of 95% is checked.
It is shown that for each set of experimental data it may be necessary to have its own model. As the measure of the
response dependence on the factor in the work, the adjusted coefficient of determination is used.

Keywords: field electron emission, current–voltage characteristic, regression models, least-squares method,
statistical significance.
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