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В настоящее время область применения оболочечных конструкций все более рас-
ширяется благодаря их легкости и экономичности с точки зрения расхода материала.
Причем геометрия такого рода конструкций все более усложняется [1], не ограничи-
ваясь только цилиндрической формой. Несмотря на достаточно подробно разрабо-
танную теорию деформирования твердых тел [2–8] аналитическое решение систем
дифференциальных уравнений, описывающих процесс деформирования оболочеч-
ных конструкций возможно лишь для наиболее простых случаев, в основном, для обо-
лочек цилиндрической формы. Поэтому, в последнее время наибольшую популяр-
ность приобрели численные методы расчета оболочечных конструкций [9–16], среди
которых на первый план вышел метод конечных элементов (МКЭ). Несмотря на зна-
чительное количество публикаций [17–29] актуальной задачей остается совершен-
ствование конечно-элементных алгоритмов расчета оболочек сложной геометрии с
использованием альтернативной общепринятой формой интерполяционной процеду-
ры, основанной на интерполяции компонент вектора перемещения как составляю-
щих векторных полей [30]. В настоящей статье излагается алгоритм расчета тонкой
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упругой оболочки в форме трехосного эллипсоида на основе конечного элемента тре-
угольной формы, для улучшения совместности которого на границах смежных эле-
ментов применяются дополнительные узловые неизвестные в виде множителей
Лагранжа. На основе векторной формы интерполяционной процедуры получены ин-
терполяционные выражения для компонент вектора перемещения и их производных
в глобальной криволинейной системе координат.

Геометрия эллипсоидальной оболочки. Срединная поверхность эллипсоидальной
оболочки, например, эллипсоида в декартовой системе координат задается радиус-
вектором

(1)

где a, b, c – полуоси трехосного эллипсоида.
Дифференцированием (1) по x и y можно получить тангенциальные векторы ло-

кального базиса точки срединной поверхности эллипсоида

(2)

Использование формул (2) не вполне удобно вследствие необходимости соблюде-
ния условия

(3)

Поэтому наиболее приемлемым является использование параметрической форму-
лы [31]

(4)

Входящие в (4)  и  представляют собой полуоси эллипса, являющегося сечени-
ем эллипсоида плоскостью, перпендикулярной оси  на расстоянии  от начала ко-
ординат

(5)

Дифференцируя (4) по x и t можно получить векторы локального базиса, лежащие в
соприкасающейся плоскости к срединной поверхности эллипсоида

(6)

Орт нормали к срединной поверхности эллипсоида определяется векторным про-
изведением

(7)

где  – детерминант метрического тензора, отнесенного
к точке срединной поверхности эллипсоида.
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На основании (6) и (7) можно скомпоновать прямую и обратную матричные зави-
симости

(8)

где ; .
Дифференцируя первое матричное соотношение (8) по  и , получим производные

векторов локального базиса, которые можно представить компонентами этого же ба-
зиса

(9)

В процессе деформирования под действием заданной нагрузки точка  срединной
поверхности эллипсоида займет новое положение , а точка N0ζ, отстоящая от точки
N по нормали на расстоянии ζ, переместится в точку Nζ.

Радиус-векторы, характеризующие положения точек N0ζ и Nζ, определяются выра-
жениями

(10)

Входящий в (10) вектор перемещения точки N0ζ на основании гипотезы о прямой
нормали определяется выражением

(11)

где  – орт нормали к срединной поверхности точки .
Входящий в (11) вектор перемещения точки срединной поверхности N0 и его произ-

водные по  и  можно представить компонентами, отнесенными к локальному бази-
су этой же точки

(12)

где ,  – тангенциальная и нормальная компоненты вектора перемещения соответ-

ственно; ,  – компоненты первой производной вектора перемещения. Здесь ниж-
ний индекс α принимает значения x, t, а индекс ρ последовательно принимает значе-
ния 1, 2.

Векторы базисов точек N0ζ и Nζ определяются дифференцированием (10) по x и t

(13)

Ковариантные компоненты тензора деформаций определяются соотношениями
механики сплошной среды [32]

(14)

где ; .
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расположенными в точках пересечения линий треугольной конечно-элементной сет-
ки. Узловыми варьируемыми параметрами были выбраны компоненты вектора пере-
мещения и их частные производные первого порядка по x и t. Треугольный фрагмент
срединной поверхности эллипсоида отображается на прямоугольный треугольник с
единичными катетами в локальной системе координат , , используемой для
организации численного интегрирования по формуле Хаммера. Столбцы узловых не-
известных в глобальной (x, t) и локальной системах координат можно записать в виде
соответствующих матриц-строк

(15)

(16)

где

(17)

(18)

Под q в (17) и (18) понимается компонента вектора перемещения ,  или .
Одним из важнейших аспектов в МКЭ является организация интерполяционной

процедуры. Общепринятой в настоящее время в МКЭ является интерполяция отдель-
ных компонент вектора перемещения как составляющих скалярных полей [17–23, 33]

(19)

где  – матрица-строка функций формы, представленная полными
полиномами третьей степени.

Из (19) следует, что каждая компонента вектора перемещения точки внутренней
области конечного элемента интерполируется через узловые значения этой же компо-
ненты и ее производные. Такой подход позволяет получать корректные результаты
при использовании декартовой системы координат. При анализе НДС тел, имеющих
криволинейные поверхности, в частности трехосного эллипсоида, удобнее использо-
вать криволинейные координаты, связанные с геометрией исследуемой поверхности.

Однако использование криволинейных систем координат требует учета возможных
смещений конечного элемента как жесткого целого. На данную проблему имеются
указания как в ранних научных публикациях по МКЭ [34], так и в работах современ-
ного периода [35, 36]. В настоящей статье эту проблему предлагается решить за счет
использования интерполяции компонент вектора перемещения как составляющих
векторных полей [37, 38], согласно которой интерполяционное выражение записыва-
ется для вектора перемещения точки внутренней области конечного элемента
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(22)

 – матрица перехода от столбца (21) к столбцу (22).

Столбец векторных узловых неизвестных  в глобальной системе координат на
основании (12) можно представить матричным произведением

(23)

где элементами квазидиагональной матрицы  являются векторы локальных бази-

сов узлов треугольного конечного элемента , ,  , а столбец  име-
ет вид

(24)

Интерполяционное выражение (20) с учетом (23) можно выразить как

(25)

где  – матрица перехода от столбца  к столбцу  (15).

Входящие в структуру матрицы  векторы локального базиса узлов треугольного
конечного элемента на основании (8) можно выразить через векторы базиса точки
внутренней области конечного элемента

(26)

где .

Интерполяционную зависимость (25) с учетом (12) и (26) можно записать в виде
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Рис. 1. Дискретизация эллипсоида.
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Анализируя (28), отметим их принципиальные отличия от (19), которые заключа-
ются в том, что при реализации интерполяционной процедуры компонент вектора пе-
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множители Лагранжа  . В этом случае выражение (29) можно представить в
виде

(30)

Входящие в (30) производные нормальных компонент векторов перемещений, вы-
численные вдоль нормалей к серединам сторон треугольных конечных элементов
можно представить через частные производные нормальных компонент по глобаль-
ным криволинейным координатам

(31)

где  и  – углы между векторами  и тангенциальными векторами локального ба-

зиса , .

Для определения входящих в (31) частных производных нормальной компоненты
 и  необходимо выполнить операцию дифференцирования интерполяцион-

ного выражения (20) по x и t

(32)

С учетом (23)–(25) выражения (32) примут следующий вид

(33)

Принимая во внимание второе равенство (12) из (33) можно получить следующие
матричные соотношения:

(34)

Из (34) можно записать искомые интерполяционные зависимости

(35)

где  и  – многочлены, содержащие производные  и .
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При рассмотрении каждого треугольного конечного элемента в отдельности, мож-
но записать равенство

(36)

которое с учетом (31) и (35) представим матричным произведением

(37)

где .
Для компоновки матрицы жесткости и столбца узловых усилий треугольного ко-

нечного элемента воспользуемся функционалом Лагранжа

(38)

где ,  – деформации и напряжения в

точке ;  – матрица-строка компонент вектора перемещения точки ;

 – столбец внешней поверхностной нагрузки.
Пример расчета. В качестве примера была решена задача по определению НДС усечен-

ного эллипсоида, нагруженного внутренним давлением интенсивности  МПа. Па-
раметры эллипсоида имели следующие значения:  м;  м;  м. Осе-
вая координата x изменялась в пределах  м. Модуль упругости был равен

 МПа, коэффициент Пуассона , толщина оболочки была принята
равной  м.

Вследствие наличия плоскостей симметрии рассматривалась 1/8 часть эллипсоида
(рис. 2). Расчеты были выполнены в трех вариантах: в первом варианте элементом
дискретизации трехосного эллипсоида был выбран треугольный фрагмент без множи-
телей Лагранжа со стандартной интерполяционной процедурой (19); во втором вари-
анте применялся описанный в настоящей статье конечный элемент с интерполяцией
компонент вектора перемещения как составляющих векторных полей (20)–(25) с при-
менением множителей Лагранжа для улучшения совместности на границах смежных
элементов дискретизации; в третьем контрольном варианте использовался четырех-
угольный конечный элемент с аналогичным числом неизвестных в узле [30].

Результаты повариантных расчетов представлены в табл. 1, в которой приведены

значения нормальных напряжений  и  на внутренней  и наружной  поверх-
ностях эллипсоида в зависимости от густоты конечно-элементной сетки.

Анализ данных, представленных в табл. 1, показывает, что в точке, лежащей на пе-
ресечении вертикальных плоскостей симметрии (  м;  рад) наблюдается
по сути безмоментное напряженное состояние и численные значения напряжений по
всем трем вариантам имеют достаточно близкие значения. В концевом сечении
(  м), где имеет место моментное напряженное состояние, различие между пер-
вым и вторым вариантом расчета весьма значительно. В точке B   в первом
варианте в 2.5–3.0 раза больше, чем во втором варианте расчета, а в точке С   в
первом варианте оказались меньше на 18%, чем во втором варианте расчета. Кроме
того, в концевом сечении напряжения  должны монотонно уменьшаться, что и на-
блюдается во втором варианте расчета. В первом варианте  в точке С на порядок
больше, чем во втором варианте и имеют тенденцию к росту при сгущении сетки дис-
кретизации, что является некорректным.
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Рис. 2. Сечение эллипсоида.

Y

Z

0

X

q

1.2 м
a

A
B

СС

b

c

h

Сравнение между собой второго и контрольного третьего вариантов расчета пока-
зывает, что вычисленные значения напряжений достаточно близки между собой и
разница между ними некритична.

Итак, можно сделать вывод, что разработанный совместный треугольный конеч-
ный элемент с множителями Лагранжа и инвариантной векторной формой интерпо-
ляционной процедуры обладает принципиальными преимуществами по сравнению с
треугольным конечным элементом в традиционной формулировке и позволяет полу-
чать корректные значения прочностных параметров при расчете оболочек в форме
трехосного эллипсоида.

Численные эксперименты. Численный эксперимент 1. С целью верификации в пер-
вом приближении разработанного треугольного элемента дискретизации был реали-
Таблица 1. Значения нормальных напряжений на поверхностях эллипсоида

Номер
варианта

Густота 
сетки

Координаты точек (x, м; t, рад)

А В С 

Напряжения, МПа

I 81 × 81 175.3 183.5 –636.2 611.0 –328.9 313.0 463.3
101 × 101 175.3 183.5 –649.7 624.9 –344.7 330.8 462.6
121 × 121 175.3 183.5 –659.8 635.7 –355.9 343.1 462.0

II 81 × 81 173.7 180.3 –235.9 214.9 26.8 –40.1 534.8
101 × 101 174.8 179.4 –258.1 230.7 22.7 –35.5 533.6
121 × 121 175.5 178.8 –276.7 244.8 18.6 –31.2 532.1

III 61 × 61 174.9 184.0 –200.1 277.5 2.36 –22.0 542.5
81 × 81 174.8 184.0 –208.5 264.4 0.45 –14.5 550.6

101 × 101 174.8 184.0 –213.2 257.0 –0.41 –10.4 555.1

( )0.0;0.0 ( )1.2;0.0 ( )π1.2;

in
σxx

out
σtt

inσtt
outσtt

inσxx
outσxx

inσtt
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Таблица 2. Значения нормальных напряжений  в круговом цилиндре, загруженным внутрен-
ним давлением

Номер 
варианта

Густота 
сетки

Координаты точек (x, см; t, рад)

А В С D 

Напряжения, Н/см2

I 21 × 2 99.69 100.23 99.21 100.85 99.21 100.85 99.69 100.23
31 × 2 99.48 100.44 98.97 101.11 98.97 101.11 99.48 100.44

II 21 × 2 100.5 99.5 100.5 99.5 100.5 99.5 100.5 99.5
31 × 2 100.5 99.5 100.5 99.5 100.5 99.5 100.5 99.5

III 21 × 2 100.5 99.5 100.5 99.5 100.5 99.5 100.5 99.5
31 × 2 100.5 99.5 100.5 99.5 100.5 99.5 100.5 99.5

σtt

( )1.0;0.0 ( )0.0;0.0 ( )π1.0; /2 ( )π0.0; /2

inσtt
outσtt

inσtt
outσtt

inσtt
outσtt

inσtt
outσtt
зован численный эксперимент по расчету кругового цилиндра, загруженного внут-
ренним давлением интенсивностью  Н/см2. Радиус цилиндра  был принят рав-
ным 10 см, толщина стенки  см, длина образующей  см, модуль упругости

 Н/см2, коэффициент Пуассона . Расчеты, как и в примере иссле-
дования НДС трехосного эллипсоида, были выполнены в трех вариантах. Результаты
численного эксперимента представлены в табл. 2, в которой приведены значения на-
пряжений  на наружной и внутренней поверхностях цилиндра в зависимости от сет-
ки узлов дискретизации.

Анализ результатов (табл. 2) показывает, что во всех трех вариантах наблюдается
устойчивая сходимость вычислительного процесса. Причем, во втором и третьем ва-
риантах сходимость – абсолютная. Численные значения напряжений соответствуют
аналитическому решению, полученному из условия статического равновесия

Представленный численный эксперимент является наиболее простейшим и выпол-
нен для верификации разработанного треугольного элемента дискретизации лишь в
первом приближении. Для более полного анализа эффективности разработанного ал-
горитма необходимо выполнить численные эксперименты с другими видами внешней
нагрузки и отличной от круговой геометрической формы.

Численный эксперимент 2. С целью наиболее полной верификации разработанного
треугольного элемента дискретизации был выполнен следующий численный экспери-
мент по определению НДС кругового цилиндра с образующей единичной длины  см,
загруженного двумя диаметрально противоположно направленными линейно распре-
деленными нагрузками интенсивностью  Н/см (рис. 3). Были приняты следую-
щие исходные данные: радиус цилиндра  см, толщина стенки  см, модуль

упругости  Н/см2, коэффициент Пуассона . Вследствие наличия
плоскостей симметрии рассчитывалась 1/4 часть цилиндра. Численный эксперимент
был реализован, как и в предыдущем примере, в трех вариантах.

Результаты численного эксперимента представлены в табл. 3, в которой приведены

значения нормального напряжения  на внутренней  и на наружной  поверх-
ностях цилиндра в точках приложения линейной нагрузки  и в точках с пара-

= 1q R
= 0.1h = 1L

= × 72.1 10E ν = 0.3

σtt

σ = = × = 2/ 1 10/0.1 100 Н/с ..0 мtt qR t
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Рис. 3. Расчетная схема кругового цилиндра с линейно распределенной нагрузкой q.
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метром  в зависимости от густоты сетки дискретизации. Анализ табличных дан-

ных показывает, что результаты первого варианта численного эксперимента нельзя
признать удовлетворительными по причине отсутствия сходимости вычислительного
процесса и увеличивающегося до неприемлемого уровня различия между значениями
напряжений в точках A, B и C, D по мере сгущения сетки дискретизации. Исходя из
расчетной схемы кругового цилиндра (рис. 3) и наличия плоской деформации напря-
жения в точках A, B и C, D должны быть попарно одинаковыми.

Во втором и третьем вариантах численного эксперимента можно констатировать
быструю сходимость вычислительного процесса и равенство значений напряжений в

π=
2

t

Таблица 3. Значения напряжений  в круговом цилиндре, загруженном линейно распределен-
ной нагрузкой q

Номер 
варианта

Густота 
сетки

Координаты точек (x, см; t, рад)

А В С D 

Напряжения, Н/см2

I 2 × 21 110.0 –119.9 23.6 –12.2 –8.66 0.04 –60.3 67.3
2 × 31 77.1 –86.1 –9.28 23.8 8.90 –19.9 –42.7 48.9
2 × 51 64.2 –75.9 –27.4 48.1 18.4 –33.8 –36.8 45.0

II 2 × 21 190.9 –191.4 191.5 –190.8 –110.3 108.3 –110.3 108.3
2 × 31 190.7 –190.5 191.9 –190.3 –110.2 108.1 –110.2 108.1
2 × 51 191.9 –190.1 191.9 –190.1 –110.1 108.0 –110.1 108.0

III 2 × 21 191.0 –191.2 191.0 –191.2 –110.3 108.3 –110.3 108.3
2 × 31 191.7 –190.4 191.7 –190.4 –110.2 108.1 –110.2 108.1
2 × 51 191.9 –190.1 191.9 –190.1 –110.1 108.0 –110.1 108.0

σtt

( )1.0;0.0 ( )0.0;0.0 ( )π1.0; /2 ( )π0.0; /2

inσtt
outσtt

inσtt
outσtt

inσtt
outσtt
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outσtt



40 КЛОЧКОВ и др.

Рис. 4. Расчетная схема эллиптического цилиндра с линейно распределенной нагрузкой q.

х

z

q

y
L

h
q

a

b

точках A, B и C, D соответственно. Различия между вторым и третьим вариантами
практически отсутствуют. Погрешность полученных в ходе численного эксперимента
значений напряжений можно оценить, воспользовавшись известной формулой со-
противления материалов для задачи о сжатии кольца двумя сосредоточенными сила-
ми P [39]. В точке приложения сил момент по формуле сопротивления материалов ра-
вен  PR =  = 0.3183 Н см. В точках кольца с координатой

 момент равен  PR =  = 0.1817 Н см.

Для вычисления напряжений можно воспользоваться формулой

(39)

где W – момент сопротивления поперечного сечения.
Подставив в формулу (39) значения исходных данных, можно получить следующие

значения напряжений:  =  = 190.98 Н/см2;  =  =
= 109.02 Н/см2.

Сопоставив значения  и  со значениями, полученными в ходе численного экс-
перимента, можно отметить, что погрешность данных (табл. 3) минимальна, и не пре-
вышает 1%.

Таким образом, можно сделать вывод, что проведенный численный эксперимент
подтверждает эффективность разработанного треугольного элемента дискретизации и
демонстрирует достаточную для инженерных расчетов точность вычислений, полу-
ченных при его использовании.

Численный эксперимент 3. Исследовано НДС эллиптического цилиндра с различ-
ным соотношением полуосей эллипса поперечного сечения. Эллиптический цилиндр
был загружен приложенной вдоль диаметрально противоположных образующих ли-
нейно распределенной растягивающей нагрузкой интенсивностью  Н/см (рис. 4).
Были использованы следующие исходные данные: длина образующей  см, длина
большей полуоси  см, толщина стенки  см, модуль упругости

 Н/см2, коэффициент Пуассона . Длина малой полуоси эллипса

= 0.3183AM × ×0.3183 0.1 10
π=
2

t = 0.1817CM × ×0.1817 0.1 10

σ = / ,M W

σA × 20.3183/(1 0.1 /6) σC × 20.1817/(1 0.1 /6)

σA σC

= 0.1q
= 1L

= 10a = 0.1h

= × 72.1 10E ν = 0.3
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Таблица 4. Значения нормальных напряжений  в эллиптическом цилиндре, загруженном ли-
нейно распределенной нагрузкой q

Номер
варианта

Координаты
точек (x, см; t, рад)

Напряжение 
, Н/см2

Отношение полуосей эллипса  
поперечного сечения

1.0 1.1 1.3 1.5

I С 9.28 9.86 8.29 5.55

–23.81 –26.20 –27.62 –26.70

D –77.15 –66.21 –51.29 –41.72

86.10 75.45 60.53 49.89

II С –191.85 –177.37 –154.5 –137.2

190.3 175.6 152.2 134.4

D –191.68 –177.2 –154.4 –137.1

190.48 175.7 152.3 134.5

III С –191.7 –177.25 –154.4 –137.1

190.4 175.7 152.3 134.5

D –191.7 –177.25 –154.4 –137.1

190.4 175.7 152.3 134.5

Решение по формулам со-
противления материалов [39]

190.98 177.0 153.0 136.2

σtt

σtt

= /k a b

( )π1.0; /2 inσtt

inσtt

( )π0.0; /2 inσtt

inσtt

( )π1.0; /2 inσtt

inσtt

( )π0.0; /2 inσtt

inσtt

( )π1.0; /2 inσtt

inσtt

( )π0.0; /2 inσtt

inσtt

σtt
поперечного сечения варьировалась от 10 см до 6.67 см. Численный эксперимент, как
и в предыдущих расчетах, был реализован в трех вариантах.

Результаты численного эксперимента представлены в табл. 4, в которой приведены
значения нормальных напряжений  на внешней и внутренней поверхностях эллип-
тического цилиндра в зависимости от соотношения полуосей эллипса поперечного
сечения  при фиксированной сетке узлов дискретизации . Анализ дан-
ных, представленных в табл. 4, показывает, что в первом варианте численного экспе-
римента получены некорректные значения нормальных напряжений . Так, напри-

мер, в точке С  – растягивающие, тогда как исходя из расчетной схемы (рис. 4), они
должны быть сжимающими. То же самое можно сказать и о нормальных напряжениях

на наружной поверхности эллиптического цилиндра в точке С . Они должны быть

растягивающими, а в таблице  в точке С – отрицательные, т.е. сжимающие.
Можно констатировать абсолютное несовпадение значений напряжений в точках С

и D в первом варианте численного эксперимента, в то время как, исходя из расчетной
схемы эллиптического цилиндра, напряжения в точках С и D должны полностью сов-
падать.

Во втором и третьем вариантах численного эксперимента можно констатировать
обязательное, вследствие наличия плоскостей симметрии в деформированном состо-
янии, совпадение значений нормальных напряжений в точках С и D (процент расхож-
дения между значениями напряжений в этих точках во втором варианте пренебрежи-

σtt

= /k a b ×31 2

σtt
inσtt

outσtt
outσtt
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мо мал). Можно отметить практически полное совпадение значений напряжений, по-
лученных во втором и третьем вариантах численного эксперимента.

Для верификации выполненного численного эксперимента в нижней строке табл. 4
приведены значения напряжений, вычисленные с привлечением формул сопротивле-
ния материалов для задачи о растяжении эллиптического кольца двумя сосредоточен-
ными силами [39], согласно которым изгибающий момент в точках приложения сил
равен

(40)

где  – коэффициент отношения полуосей эллипса поперечного сечения.
Подставив в (40) исходные данные проводимого численного эксперимента и вос-

пользовавшись формулой (39), получили значения нормальных напряжений (табл. 4).
Сравнительный анализ напряжений, полученных во втором и третьем вариантах

численного эксперимента и значений нормальных напряжений, вычисленных по
формулам сопротивления материалов показывает, что расхождения между ними ми-
нимальны и в целом не превышают 1%.

Вывод. На основании рассмотренных примеров по определению НДС трехосного
эллипсоида и выполненных с целью верификации разработанного алгоритма числен-
ных экспериментов, можно сделать вывод об эффективности представленного тре-
угольного элемента дискретизации с корректирующими множителями Лагранжа,
матрица жесткости которого скомпонована на основе векторной формы интерполя-
ционной процедуры компонент вектора перемещения и их производных.

Треугольный элемент дискретизации без корректирующих множителей Лагранжа,
матрица жесткости которого формируется на основе общепринятой в МКЭ скаляр-
ной формы интерполяционной процедуры, позволяет получать удовлетворительные
по точности результаты лишь в случаях простых геометрических форм оболочечных
конструкций, загруженных равномерно распределенным давлением. В случае отлич-
ного от равномерного давления вида внешней нагрузки или усложнения геометриче-
ских форм оболочек, получить удовлетворительные значения напряжений не пред-
ставляется возможным.
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