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В настоящее время полимерные композитные материалы широко и эффективно
применяются в виде тонкостенных слоистых панелей, служащих формообразующими
элементами в авиаракетной технике, судостроении, строительстве и других областях
техники. Для типовых условий нагружения таких конструктивных элементов харак-
терно наличие сжимающих и сдвиговых нагрузок в плоскости листа, поэтому созда-
ние оптимальной структуры требует правильного понимания особенностей механиче-
ского поведения конструкции: обеспечение прочности при продольном изгибе и ха-
рактер потери устойчивости [1–5]. С развитием технологий армированных
полимерных материалов расширились также возможности формирования геометри-
ческого облика композитного элемента, в наибольшей степени соответствующего
требованиям функциональности и надежности всей конструкции. Композитные
тонкостенные панели можно выполнить в виде косоугольных в плане пластин,
стороны которых соответствуют локальной системе координат конструктивного
узла, в состав которого входит панель. Скошенные панели можно применять при
обшивке стреловидных крыльев и хвостового оперения самолетов [6, 7], корпусов
кораблей [8], оболочек и лонжеронов летательных аппаратов [9, 10], сетчатых (анизо-
гридных) каркасов [11].

В современной литературе методы и результаты анализа композитных косоуголь-
ных пластин после потери устойчивости представлены ограничено. Это связано преж-
де всего со сложностью расчетных методов анализа косоугольных анизотропных объ-
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ектов и определенными вычислительными трудностями из-за использования неорто-
гональной системы координат, когда строгие формулировки при решении основных
уравнений требуют дополнительных ресурсов.

Развитие методов анализа закритического поведения скошенных композитных
конструкций в настоящее время связано с применением, как аналитических методов
теории анизотропных пластин, так и совершенствованием алгоритмов реализации
численных методов. Аналитические решения задач закритического поведения ско-
шенных пластин в основном базируются на использовании классической теории пла-
стин (CPT) и теории деформации пластин первого порядка (SDPT). Процедуры ана-
литического решения реализованы с использованием вариационных методов Галер-
кина и Рэлея–Ритца, конформных отображений, методов согласования точек,
смещения матрицы и др. В одном из первых точных решений задачи потери устойчи-
вости ортотропных пластин различной геометрии [12] было установлено, что величи-
на критической нагрузки может быть сильно завышена, если граничные условия не
полностью удовлетворяются. Одним из возможных вариантов удовлетворения есте-
ственных граничных условий является аппроксимация функции перемещений двой-
ными рядами Фурье, с помощью которой дан анализ влияния угла скоса панели и сте-
пени анизотропии упругих свойств композита. Прогнозирование геометрически не-
линейного поведения слоистых композитных конструкций при комбинированных
нагрузках затруднено из-за совместного влияния анизотропии, нелинейной геомет-
рии и условий нагружения [9, 13]. Модель Кумара [13], основанная на теории дефор-
мации сдвига первого порядка с учетом геометрической нелинейности фон Кармана и
использования функции напряжений Эри, позволила преодолеть эти сложности и по-
лучить расчетные оценки критических нагрузок. Для решения нелинейных диффе-
ренциальных уравнений в частных производных эффективным оказывается метод
обобщенных дифференциальных квадратур (GDQ).

На основе метода конечных элементов разработаны различные геометрически не-
линейные модели деформирования слоистых композитных конструкций косоуголь-
ной формы. В работе [14] представлено параметрическое исследование композитной
косоугольной пластины с учетом влияния углов скоса, ориентации слоев материала и
переменной толщины, в котором анализ продольного изгиба многослойных пластин
переменной толщины выполняется с помощью расчета бифуркации изгиба, реализо-
ванного в ANSYS. Усовершенствованный нелинейный анализ [15] методом конечных
элементов, основанный на использовании множителей Ларгранжа, показал, что ком-
бинация различных видов нагрузки и последовательность укладки слоев оказывают
доминирующее влияние на определение нелинейных характеристик. Заслуживают
внимания также конечно-элементные модели закритического поведения скошенных
ортотропных панелей, основанные на теории сдвиговой деформации первого порядка
(FSDT) [16] и теории сдвиговой деформации более высокого порядка (HSDT) [17].

Из сравнения критических и разрушающих усилий для скошенных панелей следу-
ет, что их несущая способность не исчерпывается потерей устойчивости – пластины
продолжают воспринимать возрастающую нагрузку и при закритическом деформиро-
вании, поэтому в отсутствие ограничений по перемещениям можно значительно по-
высить эффективность использования композитов путем закритического деформиро-
вания [18, 19]. Таким образом, для инженерной практики критическая нагрузка поте-
ри устойчивости и прочность на изгиб в закритической области – два важных
конструктивных параметра косоугольных композитных панелей.

В настоящей статье проведен анализ закритического поведения скошенной панели
с целью оценки несущей способности слоистого элемента после достижения критиче-
ского состояния и установлены рациональные геометрические и структурные пара-
метры косоугольных углепластиковых панелей, соответствующие максимуму крити-
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Рис. 1. Геометрические параметры косоугольной панели.
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Рис. 2. Схема нагружения и системы координат композитной панели.
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ческих и разрушающих усилий для композитных элементов с симметричной укладкой
слоев.

Объектом служит тонкостенный элемент силового набора крыла самолета в виде
многослойной панели из композиционного материала. Панель в плане представляет
собой параллелограмм, геометрия которого определяется конструктивными парамет-
рами силового набора крыла – шагом нервюр ; расстоянием между осями лонжеро-
нов ; углом скоса  и толщиной  пакета из  ортотропных слоев, симметрично рас-
положенных по толщине c углами армирования  к продольной оси  (рис. 1).

Для вывода основных соотношений введем две системы координат – ортогональ-
ную систему , которая определяет направление и структуру армирования слоев, и
косоугольную систему координат  (рис. 1). Последнюю свяжем с формой панели
таким образом, чтобы ось  совпадала с продольной, а ось  – с поперечной кромками
панели. Панель как часть обшивки крыла нагружена в своей плоскости потоками

сжимающих и касательных усилий  =  (рис. 2).

Анализ устойчивости такой панели выполнен авторами [2, 3] с использованием
энергетического метода, согласно которому функционал энергии деформирования
панели (Э) представлен в виде
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(1)

Усилия , возникающие в панели под действием контурных уси-

лий, в момент потери устойчивости будут равны критическим  =  =

= . Последние будем искать в виде

(2)

где  – вектор коэффициентов устойчивости при, соответственно,

продольном, поперечном сжатии и сдвиге; ,  – изгибные жесткости, которые

вместе с остальными жесткостями образуют квадратную симметричную матрицу 
изгибных жесткостей композитной панели. Компоненты матрицы определяются че-

рез жесткости композитного слоя скошенной панели 

(3)

где ,  – толщины от лицевой поверхности до слоев с номерами  и ;

где  – известные обобщенные жесткости в ортогональном базисе [1].
Прогиб панели  представим в виде ряда

(4)

где ,  – числа полуволн в продольном и поперечном направлениях;  – амплиту-
да прогиба с индексами , ; ,  – собственные формы, которые представлены в
виде балочных функций Крылова [3].

После подстановки прогиба (4) в полную энергию деформирования панели (1), ин-
тегрирования и минимизации полученного выражения по каждому элементу неиз-
вестного вектор амплитуд, получим однородную систему линейных алгебраических
уравнений

(5)

{
( ) }

( ) ( )

ξη ξη
ξξξξ ξξξη

ξη ξη ξη ξη
ξξηη ξηηη ηηηη

ξ ξ η η ξη ξ η

= + +

+ + + + ξ η −

 − + + ξ η
 

 

 

11 , 13 ,
0 0

12 33 , 23 , 22 ,

2 2
, , , ,

0 0

1Э 4
2

2 4

1 2 .
2

l b

l b

D w D w

D D w D w D w d d

N w N w N w w d d

ξ η ξηζη =      
TN N N N

ζη  N ζη  *T

ξ η ξη
 
 

* * *
T

T T T

ξη ξη
ξ η ξηζη ξη

π = =        

2

11 222
* * ** * ,

T
T T T T D D f

b

ξ η ξηξη
 =    

* * **
T

f f f f

ξη
11D ξη

22D

[ ]ξηD

ξη
ijA

ξη ξη
−

=
 = − 

/2
3 3

1
1

2 ,
3

k

ij ij p p
p

D A z z

pz −1pz p − 1p

[ ] [ ]
−ξη ξη ξη

σ εαβ
   =    

1
,A R A R

ξη ξη
σ ε

 χ χ χ − χ χ 
     = χ χ χ χ =      
 χ − χ χ    

2 2cos 0 0 sec tg tg sec
sin tg sec 2 tg , 0 1 0 ,

sin 0 1 0 2 tg sec
R R

αβ
ijA

w

( ) ( )
∞ ∞

= =
= ξ η 1 2

1 1
,mn m n

m n
w A w w

m n mnA
m n 1mw 2nw

[ ] [ ] [ ] [ ]( )ξ ξ η η ξη ξηΩ − λ − λ − λ =              0,t t t A



66 АЗИКОВ и др.
где ,  =  – вектор

кривизн координатной поверхности;  = ,  = ,

=  – квадратные матрицы при собственных значениях с соответ-

ствующими индексами, , ,  – векторы собственных значений при осе-
вом сжатии, поперечном сжатии и сдвиге соответственно.

Из условия существования нетривиального решения однородной системы уравне-
ний (5)

(6)

Определим вектор собственных значений для комбинированного нагружения кон-

турными усилиями  = , минимальные значения которого соответству-
ют коэффициентам устойчивости

Критические усилия при сжатии и сдвиге  найдем с помощью зависимости (2).

В рамках алгоритма поиска критических усилий проведем анализ влияния угла ско-
са χ на устойчивость углепластиковых панелей при сжатии и сдвиге с шестью вариан-
тами граничных условий, показанными на рис. 3а–е.

Расчеты показывают, что увеличение угла скоса при действии на панель сжимаю-
щих усилий приводит к увеличению критических усилий сжатия  в любом случае
закрепления краев панели. Максимальной устойчивостью обладает панель с защем-
ленными кромками. Нагрузки потери устойчивости скошенных пластин при дей-
ствии в плоскости положительной сдвиговой нагрузки, которая приводит к увеличе-
нию угла скоса, ниже показателей в случае сдвига отрицательной нагрузкой. Также
при значительных углах скоса наблюдается существенное снижение влияния условий
закрепления кромок на критические усилия сдвига (рис. 4).

Далее проанализируем закритическую стадию деформирования. В этом случае про-
гиб панели можно представить в виде произведения неизвестной амплитуды  на
собственную форму, соответствующую критическому усилию

(6)

где  – собственный вектор, который найдем из решения системы уравнений (5)
подстановкой в нее минимального собственного значения .

Для вычисления перемещений панели был использован метод центральных конеч-
ных разностей, который в данном случае сводится к минимизации по  зависимостей,
полученных интегрированием функционала энергии (1) с учетом прогиба в виде (6)

(7)

где  = ,  = ,  =  + ,  =

= ,  = .

[ ] [ ]
−

ξηξη ξη
ξη ξη

 πΩ = ξ η       
 

 
12

11 222 0 0

l b TD D k D k d d
b ξη  k ξξ ηη ξη  , , ,2w w w

[ ]ξt ( )ξ ξ η 
2

,0 0

l b
w d d [ ]ηt ( )η ξ η 

2
,0 0

l b
w d d

[ ]ξηt ξ η ξ η  , ,0 0

l b
w w d d

ξλ   ηλ   ξη  λ

[ ] [ ] [ ] [ ]( )ξ ξ η η ξη ξηΩ − λ − λ − λ =          det 0.t t t

ζηλ   ξ η ξηλ λ λ  
T

( )ξ η ξηξη ζη= λ = λ λ λ         * min min .Tf

ζη  *T

ξ*T

0A

∞ ∞

ξ η= = ⋅ ⋅0 0 1 2( ) ( ),z mn
m n

w А w A q w m w n

mnq
*f

0A

( )ξ ξ η η ξη ξη
∂ = − α + α + α − + =
∂

3
0 0

0

Э * * 0,A T T T N A R
А

ξα ξ ξ ξ η  ,0 0

l b
u d d ηα η η ξ η  ,0 0

l b
u d d ξηα ξ η  ,0 0

(
l b

u η ξ ξ η, )u d d *N

[ ]ξη
ξη ξη ξ η       0 0

l b Tk D k d d *R [ ]ξη ζη
ξηε ε ξ η       0 0

l b T B d d



67ПРОЧНОСТЬ ПРИ ЗАКРИТИЧЕСКОМ ДЕФОРМИРОВАНИИ

Рис. 3. Схема закрепления кромок панели: пунктир – шарнирное закрепление; штриховка – жесткая задел-
ка; (а) – схема 1; (б) – схема 2; (в) – схема 3; (г) – схема 4; (д) – схема 5; (е) – схема 6.
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Уравнение (7) имеет три корня, один из которых всегда действительный и равен

, а два других мнимые. Следовательно, при нагрузках  <  панель

остается плоской. В точке бифуркации  =  все три корня действительные и

равны  =  = 0. При дальнейшем нагружении  >  возможны следую-
щие состояния равновесия панели: а) панель остается плоской; б) панель теряет
устойчивость с появлением прогиба, амплитуда которого равна

(8)

В работе [20] показано, что искривленное состояние равновесия такой панели будет
устойчивым.

Далее для заданного уровня нагрузки определяем амплитуду (8) и закритический
прогиб (6), и вычисляем полные деформации панели в косоугольном базисе

и деформации отдельного слоя
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Рис. 4. Зависимость критического усилия потери устойчивости от угла скоса панели при действии: (а) –
сжимающей нагрузки; (б) – положительной сдвигающей нагрузки; (в) – отрицательной сдвигающей на-
грузки. 1, 2, …, 6 – схемы граничных условий.
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6

Напряженное состояние i-го слоя определяется физическими соотношениями для
однородного ортотропного слоя

, , , ,  – модули упругости, модуль сдвига, коэффициенты Пуассона
однонаправленного слоя композита.

Увеличивая пошагово уровни сжимающих и касательных усилий при закритиче-
ском деформировании, находим напряженно-деформированное состояние для каж-
дого слоя в сечениях панели в продольном и поперечном направлениях. Определяем
наиболее нагруженный слой по критерию Цая–Ву. Если эквивалентные напряжения
по этому критерию меньше единицы, увеличиваем уровни сжимающих и касательных
усилий и повторяем процедуру поиска наиболее нагруженного слоя. Если эквивалент-
ные напряжения по критерию Цая–Ву больше единицы, изменяем процедуру поиска
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Рис. 5. Зависимость разрушающей нагрузки от угла скоса панели при действии: (а) – сжимающей нагрузки;
(б) – положительной сдвигающей нагрузки; (в) – отрицательной сдвигающей нагрузки. 1, 2, …, 6 – схемы
граничных условий.
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на метод деления пошагового уровня пополам. Вычисления заканчиваются, когда от-
носительная разность предыдущего и последующего уровней сжимающих и касатель-
ных усилий меньше заданной погрешности вычислений. Таким способом находим
предельные усилия, при которых в наиболее нагруженном слое композита происходит
разрушение. На рис. 5 приведены результаты исследований влияния углов скоса и
граничных условий на несущую способность углепластиковых панелей при сжатии и
сдвиге в закритическом состоянии. В результате прочностного анализа было установ-
лено, что косоугольные панели при действии сжимающей нагрузки имеют понижен-
ную по сравнению с прямоугольными в плане панелями несущую способность (рис. 5а).
С увеличением угла скоса прочность панели падает для всех вариантов закрепления.
Положительное влияние угла скоса  на несущую способность панели после по-
тери устойчивости отмечено только в случае нагружения отрицательными касатель-

ными усилиями  (рис. 5в).

При положительном направлении касательных усилий (рис. 5б) несущая способ-
ность панели существенным образом зависит как от углов скоса, так и структуры ар-
мирования и граничных условий.

χ ≥ °10

ξη −разр( )T
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Выводы. 1. В докритической стадии увеличение угла скоса при действии на панель
сжимающих усилий приводит к увеличению критических усилий сжатия в любом слу-
чае закрепления краев панели. Максимальной устойчивостью обладает панель с за-
щемленными кромками. При действии сдвигающих нагрузок важным фактором явля-
ется направление усилия сдвига, которое существенным образом сказывается для
больших углов скоса пластины. 2. При закритической деформации с увеличением угла
скоса несущая способность панели падает. Наибольшей прочностью при сжатии об-
ладают прямоугольные панели. Положительное влияние угла скоса на несущую спо-
собность панели после потери устойчивости отмечено только в случае нагружения ка-
сательными усилиями отрицательного направления.
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