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В работе предложен новый подход к построению модели популяции жертвы в системе “хищник–
жертва” без использования данных по динамике численности хищников. Для замещения этих дан-
ных рассмотрены авторегрессионные модели с набором линейных положительных и отрицатель-
ных обратных связей, которые заменяют данные по влиянию популяций хищника. В работе исполь-
зовались сопряженные ряды динамики численности популяций жертв и хищников: “классические”
данные по числу закупленных Компанией Гудзонова залива шкурок рыси и зайцев, а также ежегод-
ные данные о численности лосей и волков на о. Айл-Ройал на оз. Верхнее в Северной Америке. Изу-
ченные популяции рассматривались как авторегрессионные (AR) системы с обратными связями.
Для регуляции численности популяций жертв (зайцев и лосей) характерно наличие двух контуров
обратной связи: положительной обратной связи между текущей плотностью популяции и плотно-
стью популяции в предыдущий сезон и отрицательной обратной связи между текущей плотностью
популяции и плотностью популяции за два года до этого. Показано, что для построения модели по-
пуляций жертв нет необходимости знать, сколько видов хищников (включая человека) воздейству-
ют на эту популяцию. По данным о временной динамике исследуемых популяций дана оценка ко-
эффициентов обратных связей AR-уравнений, их устойчивость и запас по устойчивости. Коэффи-
циент детерминации R2 для рассмотренных моделей доходит до значения 0.978. Предложенный
подход может быть использован для моделирования локальных популяций животных, для которых
нет полных данных об их взаимодействиях с другими видами в экосистеме.
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Один из основополагающих принципов в эко-
логии – системный подход к анализу процессов
динамики численности видов в экосистеме. Со-
гласно этому подходу, для описания популяцион-
ной динамики отдельного вида необходимо
учесть взаимодействия особей этой популяции с
комплексом других видов – хищников, парази-
тов, видов, используемых как кормовой ресурс, и
т.п. Для описания взаимодействий в экосистеме
достаточно давно были предложены модели
“хищник–жертва”, “паразит–хозяин”, модель
конкуренции видов (Lotka, 1925; Volterra, 1926;
Свирежев, Логофет, 1978; Базыкин, 1985, 2003;
Недорезов, Утюпин, 2011). Наряду с моделью
“хищник–жертва” для описания динамики вре-
менных рядов рысей и зайцев предлагаются и
другие модели, в частности модель, в которую до-

полнительно в качестве хищника вводятся трап-
перы (охотники) (Deng, 2018).

Верификация моделей взаимодействующих
популяций (начиная с работы Гаузе (Gause, 1934))
связана с необходимостью наличия данных по ди-
намике численности взаимодействующих видов.
Трудности моделирования численности взаимо-
действующих видов в экосистеме можно разде-
лить на системные и процессные. Системные
ограничения связаны с тем, что в связи с техниче-
скими трудностями учетов всех взаимодействую-
щих популяций в изучаемой системе ведутся учеты
лишь части этих видов. Процессное ограничение
возникает вследствие того, что по техническим и
экономическим причинам наблюдения за попу-
ляциями в экосистеме имеются лишь в короткий
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интервал времени. В частности, системные и про-
цессные ограничения приводят к тому, что, не-
смотря на более чем 100-летние наблюдения за
динамикой численности такого хозяйственно
значимого вида, как сибирский шелкопряд (Den-
drolimus sibiricus Tschetv.), в литературе имеется
информация только о двух (!) достаточно дли-
тельных рядах динамики численности вредителя
(Кондаков, 1974; Юрченко, Турова, 2007). При
этом системные ограничения выражаются в том,
что даже при известных данных о популяцион-
ной динамике этого вида нет информации о ди-
намике численности популяций паразитоидов,
физиологическом состоянии кормовых древес-
ных растений.

В связи с этими трудностями для построения
моделей взаимодействующих популяций исполь-
зуется ограниченное число длительных сопря-
женных рядов популяций хищников и жертв, в
частности, очень популярные при построении
моделей “хищник–жертва” многолетние данные
по закупке шкурок зайцев (Lepus americanus) и
рысей (Lynx lynx) Компанией Гудзонова залива
(Hewitt, 1921; Gomatam, 1974).

В связи с этим возникает вопрос о преодоле-
нии системных и процессных ограничений при
анализе и моделировании динамики численности
определенного вида в экосистеме.

Популяцию любого вида животных можно
рассматривать как авторегулируемую систему с
обратными связями (в частности, для лесных на-
секомых такой подход успешно рассматривался в
работах: Исаев, Хлебопрос, 1973; Berryman, 1981;
Исаев и др., 2001; Isaev et al., 2017). Такая общая
модель может быть описана через так называе-
мую передаточную функцию с обратными связя-
ми разной силы и направленности и с разным за-
паздыванием во времени (Дорф, Бишоп, 2004).
При этом при анализе общих свойств временной

динамики популяций животных факторы, оказы-
вающие влияние на конкретную популяцию,
можно не рассматривать и достаточно оценить
восприимчивость популяции к влиянию обрат-
ных связей и запаздывание отклика системы на
ее состояние на входе (Royama, 1992; Turchin,
2003). На рис. 1 представлена концептуальная
схема авторегулирования численности популя-
ции животных.

Как видно из схемы на рис. 1, если задача со-
стоит в построении модели вида-жертвы, для ее
верификации не требуются данные о численно-
сти хищников (сколько бы видов хищников ни
воздействовало на популяцию жертвы – рысь,
трапперы, волк, росомаха, рыжая лисица, боль-
шая рогатая сова, обыкновенная сова и др.
(Rohner, 1996; Stenseth et al., 1997)).

Для построения авторегуляторной модели ди-
намики численности конкретных видов живот-
ных необходимо оценить знак и чувствитель-
ность обратных связей. Если эти характеристики
найдены, то далее можно рассмотреть различия в
регуляторных характеристиках для разных видов,
оценить устойчивость и запас по устойчивости
системы (Гайдук и др., 2011).

Настоящая работа посвящена изучению воз-
можностей построения авторегулируемой систе-
мы с набором обратных связей для моделирова-
ния динамики популяций.

ОБЪЕКТЫ И МЕТОДЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

Объекты моделирования

В работе использовались сопряженные ряды
динамики численности популяций жертв и хищ-
ников: “классические” данные по числу закуп-
ленных Компанией Гудзонова залива шкурок ры-
си и зайцев (Odum, Barrett, 1971) и данные по уче-

Рис. 1. Концептуальная схема авторегуляторной модели динамики численности животных.

Внешние
факторы

Шум

Текущее
состояниеОбъект моделирования

Обратная связь 1, τ1

Обратная связь 2, τ2

Обратная связь n, τn

+

–



290

ЖУРНАЛ ОБЩЕЙ БИОЛОГИИ  том 83  № 4  2022

СУХОВОЛЬСКИЙ и др.

там численности волков и лосей на о. Айл-Ройал
(Мичиган, США).

Данные Компании Гудзонова залива о торговле
мехом (Hewitt, 1921; Elton, Nicholson, 1942; Leigh,
1968; Odum, Barrett, 1971) по канадской рыси и
зайцам-белякам – это самый старый, самый
длинный и самый известный набор популяцион-
ных данных. В каждом учебнике по экологии он
цитируется в качестве примера в поддержку клас-
сической модели “хищник–жертва” (Lotka, 1925;
Volterra, 1926), но лишь немногие (например,
Britton, 2003) правильно указывают различие
между полевыми данными и моделью “хищник–
жертва”. В отличие от классической теории, ко-
торая предсказывает, что пиковая численность
хищника будет следовать за численностью добы-
чи, пиковый объем заячьих шкурок в среднем со-
ответствует пиковому объему шкурок рысей в те-
чение некоторых лет. Суммарная разница фаз ря-
дов динамики хищника и жертвы составляет
более двух лет, причем данные о шкурках рыси
опережают фазу в среднем на один год по сравне-
нию с количеством шкурок зайца (Leigh, 1968;
Gilpin, 1973; Bulmer, 1974). При этом полевая по-
пуляция рысей отстает по фазе на один год от по-
левой популяции зайцев (Keith, 1963; O’Dono-
ghue et al., 1998). Расхождение фаз в противопо-
ложных направлениях настолько “загадочно”
(Leigh, 1968), что побудило предположить, что
эти свойства рядов данных являются результатом
“внутренней саморегуляции” как зайца, так и ры-
си (Zhang et al., 2007).

Второй набор данных по популяционной ди-
намике хищника и жертвы был взят из ежегодных
данных о численности лосей (Alces alces) и волков
(Canis lupus) на о. Айл-Ройал. Айл-Ройал (Isle
Royale, 48°06′00″ с.ш., 88°33′00″ з.д.) – отдаленный
дикий остров площадью 544 км2 на оз. Верхнее в
Северной Америке, где обитают волки и лоси. В на-
стоящее время здесь организован Национальный
парк Айл-Ройал (https://isleroyalewolf.org/). Иссле-
дователи начали ежегодные наблюдения за вол-
ками и лосями на о. Айл-Ройал в 1958 г., и живот-
ные изучаются уже более пяти десятилетий. Име-
ется много публикаций, посвященных анализу
собранных данных (Vucetich et аl., 2011; Montgom-
ery et аl., 2014; Hedrick et al., 2019; Hoy et al., 2019,
и др.). Это исследование представляет собой одно
из самых продолжительных непрерывных иссле-
дований системы “хищник–жертва” в экологии.
Изучаемые популяции лосей и волков взаимо-
действуют, по существу, как изолированная си-
стема “один вид-хищник – один вид-жертва”
(Peterson et al., 1998). Волки являются единствен-
ным хищником, охотящимся на лосей, и лоси со-

ставляют более 90% биомассы в рационе волков
(Peterson, Page, 1988). Наиболее важные события в
динамике популяций были непредсказуемы. В
1980 г. популяция волков резко сократилась, ко-
гда люди случайно занесли на территорию Наци-
онального парка собачье вирусное заболевание. В
1996 г. популяция лосей резко сократилась во вре-
мя самой суровой зимы за всю историю наблюде-
ний и неожиданного нашествия лосиного клеща.
В конце 1990-х интенсивный уровень инбридинга
среди волков был смягчен, когда волки иммигри-
ровали из Канады. В ответ популяция волков в
начале XXI в. в целом увеличилась, несмотря на
сокращение численности лосей.

Методы моделирования динамики
численности популяций

При моделировании возникает проблема вы-
бора адекватной модели, которая, в частности,
учитывала бы запаздывание во времени между из-
менением состояния моделируемой популяции
жертв и запаздыванием воздействия хищников на
популяцию жертвы.

Большинство исследователей полагают, что
запаздывание – это наличие зависимости скоро-
сти изменения численности популяции от значе-
ний ее же численности в некоторые предыдущие
моменты времени (Вольтерра, 1976; Колесов,
1981; Марри, 1983; Дьери, Перцев, 1987; Перцев,
1997; Berryman, 2003). Существуют и другие мне-
ния, например, когда запаздывание определяется
как время, необходимое для того, чтобы регуля-
торные механизмы вернули систему в исходное
состояние (Исаев и др., 2001). И те и другие авто-
ры считают, что именно запаздывание в действии
различных популяционных регуляторных меха-
низмов играет наиболее существенную роль в ди-
намике численности. И если в первом случае в ка-
честве моделей популяционной динамики рас-
сматриваются обыкновенные дифференциальные
уравнения с распределенным или сосредоточен-
ным запаздыванием (Hutchinson, 1947; Колесов,
1981; Марри, 1983), а также рекуррентные уравне-
ния с запаздыванием (Bjornstad et al., 1999; Gon-
zales-Andujar, Hughes, 2000; Benton et al., 2001;
Fromentin et al., 2001), то во втором случае можно
использовать эти же дифференциальные уравне-
ния без запаздывающего аргумента. Если система
находилась в состоянии равновесия и была выве-
дена из нее, например, под воздействием моди-
фицирующих факторов (и при этом ее динамика
описывалась обыкновенными дифференциаль-
ными уравнениями), то потребуется определенное
время, чтобы она вернулась в некоторую ε-окрест-
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ность стационарного состояния, из которого она
была выведена. Время возвращения системы будет
зависеть от величины ε отклонения и не будет по-
стоянной.

Впрочем, эти два различных определения за-
паздывания вовсе не исключают друг друга: и то и
другое запаздывание может присутствовать в од-
ной и той же системе. Однако это приводит к пу-
танице в понимании сути популяционных про-
цессов. Эта путаница начинается с самых про-
стых вопросов: о каком конкретно запаздывании
идет речь в том или ином случае, и как именно
корректно учесть это запаздывание в математиче-
ской модели? В литературе встречаются также ма-
тематические модели, в которых вводится непре-
рывное (распределенное) запаздывание (Воль-
терра, 1976; Перцев и др., 2003).

В настоящей работе в качестве объектов моде-
лирования раздельно выступали популяции хищ-
ников и жертв, для которых рассматривались авто-
регрессионные модели. В таких моделях обратные
связи и запаздывание характеризуют влияние про-
шлых состояний объекта на его текущее состоя-
ние. Для анализируемых систем было предполо-
жено, что обратные связи линейны и имеют сле-
дующий вид  c запаздыванием τ и
амплитудой обратной связи a > 0 для положи-
тельной обратной связи и a < 0 для отрицательной
обратной связи. Количество обратных связей раз-
ного знака и с разным запаздыванием для кон-
кретных видов неизвестно, но в общем случае, с
учетом обратных связей для стационарной во вре-
мени авторегрессионной (AR) системы, можно
записать следующее уравнение:

(1)

где k – порядок авторегрессии; μ – ошибка изме-
рений; а0, …, aj, ... аk – коэффициенты, характе-
ризующие интенсивность обратных связей с за-
паздыванием j.

Величина  в (1) характеризует вос-

приимчивость популяции в год t к изменению ее
численности в год (t – j). При этом влияние об-
ратных связей в момент времени t пропорцио-
нально величине переменной y(t – j), а тип обрат-
ной связи (положительной или отрицательной)
определяется знаком aj. Если значение aj положи-
тельно, то этот показатель характеризует линей-
ную положительную обратную связь между года-
ми t и (t – j). Если значение aj отрицательно, то aj
характеризует линейную отрицательную обрат-
ную связь между численностями в годы t и (t – j).
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Таким образом, для построения модели необ-
ходимо оценить порядок авторегрессии k, харак-
теризующий число обратных связей в системе,
величину и знаки коэффициентов (1). Для оценки
порядка авторегрессии и времени запаздывания в
системе обратной связи обычно рассматривается пар-
циальная автокорреляционная функция (ПАКФ).
Порядок k авторегрессии в системе оценивается
по максимальному сдвигу значимой ПАКФ
(Дженкинс, Ваттс, 1971). Если известен времен-
ной ряд {y(t)} и порядок k авторегрессии уравне-
ния (1), то уравнение можно рассматривать как
линейное регрессионное уравнение относитель-
но неизвестных параметров а0, …, aj, … аk. В этом
случае значения коэффициентов обратной связи
в AR-уравнении можно найти, рассматривая (1)
как линейное регрессионное уравнение с неиз-
вестными переменными, для решения которого
можно использовать традиционные методы наи-
меньших квадратов (Андерсон, 1976).

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

При анализе временных рядов популяции зай-
цев в зоне Гудзонова залива для уменьшения дис-
персии значений временных рядов {x(i)} был осу-
ществлен переход к логарифмической шкале. Так
как характеристики ПАКФ вычисляются для ста-
ционарных временных рядов, а временной ряд
численности зайцев характеризуется трендом

 (где t – год учетов), то после
логарифмирования убирался линейный тренд, и
начальный логарифмированный ряд трансфор-
мировался в ряд . На послед-
нем этапе трансформации для уменьшения шума
временного ряда проводилась его фильтрация с
помощью фильтра Ганна, отсекающего высоко-
частотную (свыше 0.25 Гц) cоставляющую ряда
(Хемминг, 1987):

(2)

Аналогичным образом, но без снятия линей-
ного тренда, трансформировался ряд динамики
рыси.

Для сглаженного детрендированного логариф-
мированного временного ряда динамики числен-
ности популяции жертв – зайцев – и аналогич-
ным образом сглаженного логарифмированного
ряда динамики численности популяции хищника –
рыси (временной тренд для ряда рысей не прояв-
лялся) – по данным Компании Гудзонова залива
производилась оценка порядка авторегрессии по
характеристикам ПАКФ (Дженкинс, Ваттс, 1971)
(рис. 2).

= −ˆln ( ) 28.38 0.0132x t t

= − ˆ( ) ln ( ) ln ( )u t x t x t

= − + + +( ) 0.24 ( 1) 0.52 ( ) 0.24 ( 1).y t u t u t u t



292

ЖУРНАЛ ОБЩЕЙ БИОЛОГИИ  том 83  № 4  2022

СУХОВОЛЬСКИЙ и др.

Так как порядок авторегрессии ряда зайцев,
согласно рис. 2, равен двум годам, то уравнение,
описывающее динамику их популяции, можно
записать следующим образом:

(3)

где a0–a2 – коэффициенты AR-уравнения.
Для популяции рыси порядок авторегрессии,

согласно рис. 2, равен трем годам, и уравнение,
описывающее трансформированную динамику
z(t) популяции, можно записать следующим об-
разом:

(4)

В табл. 1 приведены расчетные значения коэф-
фициентов уравнений (3) и (4) для популяций
зайцев и рыси и их достоверности.

Как видно из табл. 1, для регуляции численно-
сти популяции зайцев характерно наличие двух
контуров обратной связи: положительной обрат-
ной связи между текущей плотностью популяции
и плотностью популяции в предыдущий сезон и
отрицательной обратной связи между текущей
плотностью популяции и плотностью популя-
ции за два года до этого. Положительная обрат-
ная связь, по всей видимости, характеризует
процесс размножения: чем больше плотность
особей-родителей, тем больше и плотность осо-
бей-потомков. Что касается отрицательной об-
ратной связи, то можно предположить, что отри-
цательная обратная связь, проявляющаяся через
два поколения, характеризует (с запаздыванием
на два года) влияние хищников и (или) измене-
ние состояния кормовых ресурсов.

Корректность модели оценивалась, во-пер-
вых, по значению коэффициента детерминации
adjR2 уравнения (3): чем ближе к 1 значение adjR2,
тем большую долю дисперсии переменной y(i)

= + − + −0 1 2( ) ( 1) ( 2),y t a a y t a y t

= + − + − + −0 1 2 3( ) ( 1) ( 2) ( 3).z t b b z t b z t b z t

описывает модель. С помощью F-теста Фишера и
t-критерия оценивалась значимость коэффици-
ентов модели (Поллард, 1982).

На рис. 3 приведены графики временных ря-
дов трансформированных данных учетов зайцев
(тысяч шкурок) и модельных данных. По данным
табл. 1 коэффициент детерминации модели
adjR2 = 0.75, т.е. предложенная модель учитывает
75% дисперсии данных, что, конечно, достаточно
много. Следует отметить, что предложенная мо-
дель не только хорошо описывает динамику ампли-
туды временного ряда данных, но и согласуется с
ним по фазе, на что указывают значения кросс-
корреляционной функции (ККФ) ряда данных
зайцев и модельного ряда (рис. 4).

Таким образом, для построения модели попу-
ляции жертвы нет необходимости знать, сколько
видов хищников (включая человека) воздейству-
ют на эту популяцию.

Аналогично анализу временного ряда зайцев,
можно провести анализ временного ряда рысей.
В табл. 1 приведены коэффициенты уравнения
(4). Как видно, все коэффициенты уравнения (4)
значимы, и модель (4) описывает динамику
трансформированного ряда рысей с коэффици-
ентом детерминации adjR2 = 0.82. На рис. 5 пред-
ставлены графики трансформированного ряда
данных по динамике рыси и модельного ряда (4).

Точно так же, как для временного ряда зайцев,
для оценки синхронности трансформированного
временного ряда данных рыси и модельного ряда
вычислялась кросскорреляционная функция для
этих рядов (рис. 6).

В том, что касается популяции рыси, можно
полагать, что кормом для нее служат зайцы, а
прочие хищники, включая трапперов, выступают
в качестве конкурентов. Тем не менее всю инфор-
мацию о динамике численности популяции ры-

Рис. 2. ПАКФ сглаженного детрендированного логарифмированного временного ряда динамики численности зайцев
и сглаженного логарифмированного ряда динамики рыси в зоне Гудзонова залива. 1 – ПАКФ ряда зайцев, 2 – ПАКФ
ряда рыси; 3 – стандартная ошибка ПАКФ.
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си, точно так же, как и популяции зайцев, можно
получить из данных только по ряду динамики
этого хищника, не пользуясь данными (впрочем,
неизвестными) по динамике видов-конкурентов.

Аналогично рядам “заяц–рысь” были рас-
смотрены результаты учетов сопряженной дина-
мики популяции жертвы (лосей) и популяции
хищников (волков) на о. Айл-Ройал. Для этой си-
стемы воздействие других видов хищников на по-
пуляцию жертв было исключено. Точно так же,
как для системы “заяц–рысь”, для популяций ло-
сей и волков были рассмотрены авторегрессион-
ные уравнения типа (3) и (4). После трансформа-
ции данных, аналогичной трансформациям, вы-
полненным для зайцев и рыси, были выполнены
расчеты ПАКФ для этих видов и найдено, что для
популяции лосей порядок авторегрессии равен 2,
а для популяции волков порядок авторегрессии
равен 3. Далее были вычислены коэффициенты
AR(2)-уравнения для популяции лосей и коэф-

фициенты AR(3)-уравнения для популяции вол-
ков (табл. 2).

Как следует из табл. 2, модель для популяции
лосей с очень высокой точностью описывает вре-
менной ряд данных наблюдений (adjR2 = 0.978)
(рис. 7).

Коэффициент детерминации adjR2 = 0.875 мо-
дели для популяции волков описывает временной
ряд данных наблюдений с меньшей, но все равно
достаточно высокой точностью (рис. 8).

Таким образом, порядок авторегрессии для
популяций жертв – зайцев и лосей – составляет
два года. При этом одна из обратных связей – по-
ложительная, а вторая – отрицательная. Для по-
пуляций хищников – рысей и волков – порядок
модельной авторегрессии равен 3, и динамика
этих популяций определяется тремя обратными
связями: двумя положительными и одной отри-
цательной. Положительную обратную связь
между численностями популяций жертв в смеж-
ные годы можно трактовать как связанную с

Таблица 1. Расчетные значения коэффициентов уравнений (3) и (4) и их достоверности 

Переменная Коэффициент Ст. ошибка t-критерий p-уровень

Зайцы

a0 0.065 0.047 1.38 0.175457

y(t – 2) –0.836 0.085 –9.80 0.000000

y(t – 1) 0.808 0.087 9.28 0.000000

adjR2 0.75

F-тест 63.6

η 0.147

Рыси

b0 0.614 0.349 1.76 0.086400

z(t – 3) 0.741 0.107 6.96 0.000000

z(t – 2) –1.373 0.126 –10.91 0.000000

z(t – 1) 1.439 0.109 13.25 0.000000

adjR2 0.82

F-критерий 64.7

η 0.132
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Рис. 3. Временные ряды трансформированных данных числа закупленных шкурок зайцев (кривая 1) и модельные дан-
ные (кривая 2).
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Рис. 4. Кросскорреляционная функция (ККФ) трансформированного ряда численности зайцев и модельного ряда:
1 – ККФ, 2 – стандартная ошибка ККФ.
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рождаемостью, отрицательную обратную связь
для популяций жертв между данным i-го и (i – 2)-го
годов можно рассматривать как запаздывание
воздействия хищников на жертв. Можно пред-
положить, что для популяций хищников положи-
тельная обратная связь между данными i-го и (i – 3)-го
годов связана с наличием времени взросления
особей и достижения ими возраста активной охоты.

Насколько стационарны ряды динамики чис-
ленности популяций жертв? Для AR(2)-моделей
критерий устойчивости характеризуется выпол-
нением следующих условий (Wei, 2006):

(5)

Из данных по моделям зайцев и лосей в табл. 1
и 2 следует, что для этих популяций условия (5)
удовлетворяются, и динамику численности этих
видов можно считать стационарной.

Методы анализа динамики численности жи-
вотных и построения AR-моделей предполагают,
что тип модели известен и ее параметры не изме-
няются во времени. Однако реальные популяции
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Рис. 5. Трансформированный временной ряд динамики численности рыси (1) по данным Компании Гудзонова залива
и модельный ряд (2).
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Рис. 6. Кросскорреляционная функция (ККФ) трансформированного и модельного рядов динамики численности ры-
си: 1 – ККФ, 2 – стандартная ошибка ККФ на уровне значимости р = 0.05.
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и окружающая среда, в которой эта популяция су-
ществует, не могут быть смоделированы абсолют-
но точно, они могут изменяться непредсказуе-
мым образом и подвергаться воздействию раз-
личных возмущающих факторов.

В системах всегда будут возникать отклонения
от идеальной модели, вызываемые различными
причинами:

– изменениями параметров популяции и при-
родной среды в силу различных обстоятельств;

– свойствами популяций и природной среды,
не учтенными в модели;

– не учтенным в модели запаздыванием во вре-
мени при взаимодействии популяции со средой;

– изменением устойчивого состояния попу-
ляции;

– ошибками при учетах численности популя-
ции;

– непредсказуемыми внешними воздействиями.
Для AR-моделей популяционной динамики

важной характеристикой, позволяющей оценить
изменение состояния популяции при различного
рода трансформациях внешней среды и собствен-
но характеристик популяции, является запас мо-
дели по устойчивости. Запас по устойчивости ха-
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рактеризует близость этой точки к границам зоны
устойчивости. Для оценки запаса устойчивости
дискретных систем используется критерий Ми-
хайлова и годограф Михайлова (Ким, 2007):

(6)

где  – нормированный по старшей степени q
характеристический многочлен исследуемой си-
стемы.

[ ]= νν = ν ∈ −π πexp( )( ) ( ) , , ,q jD j D q

( )D q

Система с некоторым характеристическим по-
линомом является устойчивой, если годограф
Михайлова (6) при изменении переменной ν от
‒π до π, начинаясь на вещественной оси, обходит
последовательно вокруг точки q = 0 против часо-
вой стрелки 4n квадрантов (Гайдук и др., 2011).
Рассмотрим авторегрессионное уравнение для
модели лосей:

(7)= − − − +( ) 1.620 ( 1) 0.711 ( 2) 0.623.y i y i y i

Таблица 2. Коэффициенты авторегрессионных уравнений для популяций лосей и волков на о. Айл-Ройал

Переменная Коэффициент Ст. ошибка t-критерий p-уровень

Лоси

a0 0.623 0.228 2.73 0.008844

y(t – 2) –0.711 0.104 –6.81 0.000000

y(t – 1) 1.620 0.104 15.62 0.000000

adjR2 0.978

F-тест 443.2

η 0.080

Волки

b0 0.244 0.179 1.36 0.180165

z(t – 3) 0.476 0.138 3.44 0.001271

z(t – 2) –1.211 0.222 –5.46 0.000002

z(t – 1) 1.655 0.137 12.09 0.000000

adjR2 0.875

F-тест 112.8

η 0.080

Рис. 7. Трансформированный временной ряд динамики численности лосей (1) на о. Айл-Ройал и модельный ряд (2).
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Характеристический многочлен  для урав-
нения (7) имеет следующий вид:

(8)
После перехода от переменной q к новой ком-

плексной переменной ν:  получим харак-

теристическое уравнение относительно ν:

(9)
Для построения годографа Михайлова в выра-

жении (9) выделяются действительная Р(ν) и
мнимая Q(ν) составляющие:

(10)

Далее в плоскости {P(ν), Q(ν)} для значений
переменной ν от –π до π строится кривая годогра-
фа, каждая точка которого на плоскости есть зна-
чения P(ν0) и Q(ν0) на некотором значении ν = ν0.
Запас по устойчивости η по критерию Михайлова
есть радиус окружности с центром в точке q = 0,
которую можно вписать в нуль годографа Михай-
лова.

Несмотря на внешне сложную процедуру рас-
чета, расчет запаса по устойчивости выполняется
с помощью простой программы (табл. 3) в пакете
MATLAB.

Для расчета запаса по устойчивости в пакете
MATLAB необходимо загрузить данные из табл. 3
и выполнить лишь одну операцию: ввести в стро-
ку 1 значения коэффициентов авторегрессион-
ной модели. По определению величина запаса по
устойчивости , и чем меньше значение η, тем
больше вероятность “срыва” и потери устойчиво-
сти системы при внешних воздействиях.

Показатели запаса по устойчивости для рас-
смотренных популяций хищников и жертв при-

( )D q

= − + =2( ) 1.620 0.711 0.D q q q

+ ν=
− ν

1
1

q

ν νν = − +2( ) 1.62 0.711.j jD j e e

ν = ν − ν +
ν = ν − ν

( ) cos 2 1.62 cos 0.711
( ) sin 2 1.62 sin .

P
Q

η ≥ 0

ведены в табл. 1 и 2. Как видно, запас по устойчи-
вости для компонентов системы “рысь–заяц”
практически одинаков (0.147 для зайца и 0.132 для
рыси). Одинаковы (η = 0.08) и запасы по устойчиво-
сти для популяций системы “волк–лось”. Запас по
устойчивости для системы “рысь–заяц” несколь-
ко больше запаса по устойчивости компонентов
системы “волк–лось”. Заметим, что запасы по
устойчивости для хищников значимо не отлича-
ются от таковых для жертв, так что значение запа-
са по устойчивости не зависит от функциональ-
ной роли вида в экосистеме и порядка AR-моде-
ли. При меньшем запасе по устойчивости именно
в системе “волк–лось” наблюдались сильные ко-
лебания численности этих видов.

В предложенных AR-моделях (кстати, точно
так же, как и в классических моделях “хищник–
жертва”) не учитывается влияние модифицирую-

Рис. 8. Трансформированный временной ряд динамики численности волков (1) на о. Айл-Ройал и модельный ряд (2).
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Таблица 3. Листинг программы в пакете MATLAB для
расчета запаса по устойчивости авторегрессионной
модели (Гайдук и др., 2011)

Dq = [1 a[1] a[2];

Dq = Dq/Dq(1);

nu = (–pi: pi/(100*length(Dq)):pi;

j = sqrt(–1);

z = exp(j*nu);

GM = polyval (Dq, q);

eta = min (abs(GM));

disp ([‘запас устойчивости eta =‘ num2str(eta)])
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щих факторов (например, погодных) на динамику
численности популяций. Для учета модифициру-
ющих факторов в модель “хищник–жертва” мож-
но было бы ввести дополнительные уравнения,
связывающие коэффициенты модели и влияние
погодных факторов. Однако такое преобразование
модели “хищник–жертва” ведет к необходимости
верификации дополнительных коэффициентов и
появлению большого числа режимов динамики
видов, а следовательно, к трудностям анализа та-
ких моделей. Но влияние модифицирующих фак-
торов достаточно просто учесть, перейдя от лога-
рифмических AR-моделей к логарифмическим
ADL-моделям (autoregressive distributed lag model), в
которых влияние внешних факторов учитывается
введением дополнительного аддитивного члена с
коэффициентом, характеризующим восприим-
чивость динамики численности к погодным ха-
рактеристикам (Soukhovolsky et al., 2022). В такой
модели при известных данных о численности по-
пуляции и погодных условиях коэффициенты
модели находятся точно так же, как и для AR-мо-
дели, расчетом регрессионной модели с неизвест-
ными коэффициентами восприимчивости.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрена возможность построения модели

популяции жертвы в системе “хищник–жертва”
без использования данных по динамике числен-
ности хищников. Проведенные расчеты показа-
ли, что для моделирования популяций жертв нет
необходимости иметь какую-либо информацию о
популяции хищника. Авторегрессионные модели
с набором линейных положительных и отрица-
тельных обратных связей фактически заменяют
данные по динамике популяции хищника. Пред-
ложенный подход может быть использован для
моделирования локальных популяций животных,
для которых нет полных данных об их взаимодей-
ствиях с другими видами в экосистеме.

И модель популяции зайцев в зоне Гудзонова
залива, и модель популяции лосей на о. Айл-Ройал
можно с достаточно высокой точностью постро-
ить без знания динамики численности хищников –
рыси и волка. При этом, в частности, для популя-
ции лосей коэффициент детерминации adjR2 =
= 0.975, т.е. модель практически по точкам повто-
ряет ряд натурных данных.

В качестве характеристики качества модели
можно использовать не только невязку наборов
модельных и натурных данных, но и в числе пере-
менных в модели. Для AR(2)-модели число сво-
бодных переменных равно 3, тогда как для моде-
ли Лотки–Вольтерра оно равно 6, а для HLT-мо-

дели (hare-lynx-trapper model; Deng, 2018) число
переменных равно 20. Понятно, что чем больше
переменных в модели, тем длиннее должен быть
ряд данных, требуемых для ее верификации и тем
меньше (при одной и той же длине ряда данных)
надежность расчета коэффициентов модели.

При объяснении моделируемых процессов,
безусловно, нельзя говорить о том, что такой
хищник, как рысь, однозначно регулирует чис-
ленность своей жертвы – зайца. Видимо, в дан-
ном случае необходимо принимать во внимание
характер активности еще одного “хищника” –
траппера, о поведении которого, к сожалению, нет
каких-либо данных. Более проста ситуация с опи-
санием взаимодействия “волк–лось” на террито-
рии заповедника, в котором запрещена охота. Там,
судя по цитированным выше работам, происхо-
дит простое взаимодействие “один вид хищников –
один вид жертв”. Но во всех случаях хищниче-
ство, безусловно, влияет на динамику численно-
сти жертв, и во всех случаях запаздывание во вре-
мени в авторегрессионной модели можно тракто-
вать как показатель влияния хищника. Хотя ряды
данных по сопряженной динамике численности
хищников и жертв у млекопитающих немного-
численны, в нашем распоряжении имеются мно-
гочисленные данные по динамике численности
лесных насекомых – филлофагов. Хотя данные
по динамике паразитов и хищников различных
видов филлофагов практически всегда отсут-
ствуют, никто не сомневается, что воздействие
паразитов и хищников на популяции насекомых
существует. Ранее мы описали авторегрессион-
ные модели (чаще всего второго порядка), кото-
рые с высокой степенью точности позволили
описать динамику филлофагов (Исаев и др.,
2015; Isaev et al., 2017; Суховольский и др., 2020).
Так что можно полагать, что использование ав-
торегрессионных моделей (логарифмически ли-
нейных) может описать достаточно широкий
“спектр” динамики разных видов. По-видимому,
общность и эффективность авторегрессионных
моделей для разных видов животных объясняется
тем, что в их основе лежит учет влияния обратных
связей (как положительных, так и отрицатель-
ных). Фактически авторегрессионная модель вы-
ступает и как инструмент описания натурных
данных, и как инструмент объяснения процессов
в экосистеме. Сочетание положительных и отри-
цательных обратных связей в системе позволяет
поддерживать устойчивость динамики изучаемых
популяций в течение длительного времени, ибо
все изученные виды существуют в течение дли-
тельного времени – от 50 до 120 лет, как это на-
блюдается для серой лиственничной листовертки
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Zeiraphera griseana (Baltensweiler, Fischlin, 1988).
Кроме того, авторегрессионые модели характери-
зуются спектром временных рядов, в котором
присутствуют предельные циклы с разными ха-
рактерными временами в зависимости от порядка
авторегрессии, что позволяет учесть колебания в
моделируемой системе.

Границы применения авторегресионной мо-
дели определяются техническими причинами:
длиной анализируемых рядов (не менее 20–25
членов с учетом того, что при расчетах парциаль-
ной автокорреляционной функции, необходимой
для оценки порядка авторегрессии, число значи-
мых членов этой функции не превосходит четвер-
ти длины изучаемого ряда), и стационарностью
процессов в экосистеме. Однако обычно можно
провести фильтрацию нестационарного ряда и
выделить стационарную составляющую, для ко-
торой удается построить AR-модель.
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A new approach is proposed for building a model of the prey population in the “predator–prey” system with-
out using data on the dynamics of the predator numbers. To replace these data, autoregressive models with a
set of linear positive and negative feedbacks are considered, which replace data on the influence of predator
populations. The proposed approach can be used to model local populations of animals, for which there are
no complete data on their interactions with other species in the ecosystem.
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