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Показано, что во многих биологических полигональных и полиэдрических структурах в диапазоне
от микрометров (брохосомы, радиолярии, пыльца) до сантиметров (грибы-фуллерены) явно или
неявно присутствуют инварианты, обусловленные даже не влиянием физической среды, а геомет-
рией евклидова пространства. По-видимому, их допустимо рассматривать как точки схождения
принципов номогенеза и приспособительного онтогенеза биологических индивидов. В качестве
первых выступают теоремы Эйлера и Эберхардта. Признаки приспособления в каждом случае сле-
дует искать в отклонениях от пространственных инвариантов. Авторы обобщают ранее рассмотрен-
ные биологические структуры, обращают внимание на ряд новых и дают интерпретацию найден-
ных закономерностей в свете общебиологической проблематики.

DOI: 10.31857/S0044459622330016

Биологию и минералогию объединяет не толь-
ко идущее от Линнея выделение видов и индиви-
дов, но и общие принципы развития. Таков, на-
пример, принцип Кюри, позволяющий восстано-
вить вещественные потоки и полевые градиенты
физической среды по диссимметрии индивида, т.е.
по отклонению его симметрии от идеальной, дик-
туемой внутренним императивом. Нормальная
форма минерального индивида – выпуклый по-
лиэдр. Каждая его грань – плоская атомная сет-
ка. Между структурой и формой кристалла есть
строгая математическая связь. Среди организмов
тоже немало квазиполигональных и квазиполи-
эдрических структур, образованных сетками,
мембранами, оболочками (Геккель, 1902, 2007;
Thompson, 1942). Одни различимы непосредствен-
но, другие выявляются несложными преобразова-
ниями. Их анализ обнаруживает инварианты, обу-
словленные даже не характером физической среды,
а более фундаментальной причиной – геометрией
евклидова пространства. В данной статье авторы
обобщают ранее рассмотренные биологические
структуры, обращают внимание на ряд новых и
дают интерпретацию найденных закономерно-
стей в свете общебиологической проблематики.

ПОЛИГОНАЛЬНЫЕ СТРУКТУРЫ

Явные

Полигональные разбиения можно видеть на
слабо искривленных поверхностях ископаемых

(например, Disphyllum caespitosum – верхний де-
вон, Pleurodictyum sp. – нижний карбон, Petalaxis
stylaxis – средний карбон, и мн. др.) и современ-
ных колониальных кораллов. Нарастая на суб-
страт, кораллиты теснят друг друга, механически
конкурируя за пространство подобно минераль-
ным индивидам на начальной стадии роста, т.е. в
зоне геометрического отбора. В обоих случаях
выживают индивиды, ориентированные направ-
лением наибольшей скорости роста ортогональ-
но поверхности нарастания. Итог – параллельно-
шестоватые агрегаты-колонии с полигональны-
ми разбиениями аппроксимирующих поверхно-
стей. Авторами изучены три колонии современ-
ного коралла Favites sp. (рис. 1, 15 см по горизонта-
ли) с близкими стандартными статистическими
характеристиками: мода (Мо) 6, средняя координа-
ция полигона (с) 5.98; среднеквадратическое от-
клонение (σ) 0.97, асимметрия (As) –0.01, эксцесс
(Ex) –0.50. Гистограмма показывает частоту по-
лигонов с координациями от 3 до 9.

Неявные
Более изогнутая, но все же незамкнутая по-

верхность характерна для одуванчика обыкно-
венного Taraxacum officinale. После удаления па-
пиллусов обнаруживается ячеистая структура.
Перегородки образуют полигональное разбиение
поверхности (рис. 2, диаметр 3 см). Для одного
образца получены характеристики: Мо = 6, с =
5.97; σ = 0.66, As = 0.03, Ex = –0.68.

УДК 581.41+591.4



236

ЖУРНАЛ ОБЩЕЙ БИОЛОГИИ  том 83  № 3  2022

ВОЙТЕХОВСКИЙ, ЧУКАЕВА

ПОЛИЭДРИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ

Явные

Удивительный пример явной полиэдрической
структуры – брохосомы (от др.-греч. βρóχoς –
ячея сети, σωμα – тело). Это квазисферические по-
лые образования размером 0.2–0.7 мкм (рис. 3), вы-
деляемые насекомыми семейства цикадок (Ci-
cadellidae). Установлены с помощью электрон-
ной микроскопии в начале 1950-х. Состоят из
белков и липидов. Механизм формирования и
назначение не ясны. Предположительно, насеко-
мые наносят их на тело и кладки яиц, делая их
гидрофобными. На первый взгляд, это фуллере-
ны, т.е. выпуклые полиэдры с 5- и 6-угольными
гранями, сходящимися по 3. На более чем 400
изображениях подсчитано число видимых граней
от 7 до 20. Их общее число (удвоенное число ви-
димых плюс 2–8 боковых, ортогональных к плос-
кости рисунка) варьирует от 16 до 48. Оценка
условна, но заметим, что “нобелевский” фулле-
рен С60 с 32 гранями попадает в центр диапазона.
На некоторых брохосомах есть 4-угольные грани,
что заставляет определить их в целом как квази-

фуллерены (Войтеховский, Степенщиков, 2018).
Разнообразие их морфотипов требует изучения.

Еще один пример явной полиэдрической струк-
туры – ценобиальная зеленая водоросль Pandorina
morum (Müll.) Bory, подробно охарактеризован-
ная ранее (Войтеховский, 2001; Войтеховский и др.,
2006). Особенность их морфологии – 16-клеточ-
ные ценобии типа фуллеренов (рис. 4) размером
около 50 мкм, относящиеся к точечным группам
симметрии –43m и 222 в пропорции 3 : 1. Еще бо-
лее интересными должны быть многоклеточные
V. aureus (от 100 до 1000 клеток), V. polychlamys (от
1100 до 2000) и V. globator (от 1500 до 20000). Разно-
образие их морфотипов не изучено.

Неявные

Квазисферическую поверхность образует в воз-
бужденном состоянии Diodon holocanthus (сем. Di-
odontidae, рыбы-ежи, англ. porcupinefishes). При-
нимая основания игл за точки и используя технику
триангуляции поверхности по Делоне и дуального
построения по Вороному–Дирихле (Галиулин,
2009), получены полигональные разбиения по-
верхностей для 8 образцов размером 10–15 см. Их

Рис. 1. Современный коралл Favites sp.
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Рис. 2. Одуванчик обыкновенный Taraxacum officinale.
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средние характеристики: Мо = 6, с = 5.97; σ =
= 0.58, As = 0.01, Ex = –0.17 (рис. 5). Ранее показа-
но, что обитающее рядом с Diodontidae сем. Ostra-
ciontidae (кузовковые, англ. boxfishes) реализует
те же полигональные разбиения в покрытиях
костными пластинами. Это указывает на род-
ство в составе отряда Tetraodontiformes (Вой-
теховский, 2009).

Неизученные

Замечательную полигональную сеть образует
съедобный бамбуковый гриб Phallus indusiatus из
семейства веселковых (рис. 6а, размер до 25 см).
Стандартная характеристика любой сети требует
немалого числа клеток. Этот гриб вполне обеспе-
чил бы представительную статистику (порядка
500 полигональных клеток), но в рассматривае-
мом аспекте совершенно не изучен.

Скелеты радиолярий – широко известный при-
мер ажурных полигональных и полиэдрических
структур размером от 50 мкм до 1 мм. Впервые о
них заявил Э. Геккель (1902), зафиксировавший
полиэдрические мотивы в названиях Circogonia do-
decahedra и C. icosahedra. При этом заметим, что до-
декаэдр – простейший из фуллеренов, а икосаэдр –
геометрически дуальная форма. Квазифуллере-
новые мотивы в строении большого числа других
Radiolaria видны на многочисленных микрофото-
графиях. Например, такова Actinomma antarctica
(рис. 6б). Российский математик Д.Д. Мордухай-
Болтовской (1936) обосновал их оптимальность
как строительной конструкции независимо от аме-
риканского архитектора Р.Б. Фуллера. Нюансы
сложных скелетов (статистика пор по числу соседей
и пр.) систематически не изучались. Есть осно-
вания полагать, что они имеют отношение к так-
сономии радиолярий (Voytekhovsky, Stepensh-
chikov, 2016).

Морской пузырь (Echinosphaerites aurantium)
(рис. 6в, г) – ископаемый (средний и верхний ордо-
вик) – организм из класса цистоидей, тип иглоко-
жие. Формировал известковую квазисферическую
чашечку диаметром до 4–5 см из многочисленных
беспорядочно разбросанных полигональных пла-
стинок (Бодылевский, 1990, с. 49, 173). Ее полиэд-
рический характер не нарушают ни место прирас-
тания стебля, ни тонкие поры, пронизывающие
пластины. Судя по изображениям, полигоны окру-
жены от 4 до 8 соседями с модой 6. Несмотря на
множество хорошо сохранившихся образцов, ста-
тистика полигонов не изучалась.

Явную полиэдрическую структуру имеют гри-
бы илеодиктион съедобный (Ileodictyon cibarium)
(рис. 6д), илеодиктион изящный (I. gracile) и ре-
шеточник красный (Clathrus ruber). По сути, их

Рис. 3. Брохосомы Cicadellidae.
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Рис. 4. Зеленые водоросли Pandorina morum (Müll.) Bory.
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тело размером 5–10 см – это реберная сеть выпук-
лого полиэдра фуллеренового типа, близкого к С60.
На имеющихся изображениях не удалось увидеть
граней (ячеек), уверенно отличных от 5- и 6-уголь-
ных. Место прирастания гриба не портит структу-
ру. Ее изучение осложнено лишь относительной
редкостью в экваториальных и тропических лесах.

Много явных и неявных полиэдрических струк-
тур можно видеть в пыльце растений размером от
0.0025 до 0.25 мм. Пример первой – ипомея (Ipo-
moea purpurea) (рис. 6е, 1), второй – сидальцея (Si-
dalcea malviflora) (рис. 6е, 2). У последней полиэд-
рическая структура обнаруживается так же, как у
Diodon holocanthus – триангуляцией поверхности
по Делоне и дуальным построением по Вороно-
му–Дирихле.

Немного математики
Для любого плоского графа (полигональной

сети) выполняется теорема Эйлера:

(1)
где f – число граней (клеток), e – ребер,  – вер-
шин. Если из каждой вершины выходят ровно три
ребра, то

(2)
Тогда e = 3f – 6, а средняя координация клетки

равна:

(3)

Равенство с = 6 в (3) достигается в хорошо из-
вестной биологической структуре – пчелиных со-
тах. Это правильное разбиение поверхности (од-
но из трех) в кристаллографии имеет символ 63.

+ =v– 2,f e

v

=v2 – 3 0.e

= = → → ∞2 / 6 – 12/ 6  при .c e f f f

Рис. 5. Рыба-еж Diodon holocanthus.
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Рис. 6. Неизученные полиэдрические структуры: а – гриб Phallus indusiatus; б – радиолярия Actinomma antarctica; в, г –
морской пузырь Echinosphaerites aurantium; д – гриб Ileodictyon cibarium; е – пыльца растений: 1 – Ipomoea purpurea, 2 –
Sidalcea malviflora. Источник: а–в, д, е – интернет, открытый доступ; г – по Бодылевский, 1990, с. 173.
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Каждый трехсвязный плоский граф (т.е. из каж-
дой вершины выходят не менее трех ребер) можно
расправить в выпуклый полиэдр. То есть с → 6 –
инвариант для простых (в каждой вершине схо-
дятся три грани) плоских графов и выпуклых по-
лиэдров. Выше рассмотрены именно такие био-
логические структуры. При этом средняя коорди-
нация в (3) стремится к 6 снизу. Но для трещин в
асфальте (рис. 7) имеем полную аналогию: f = 71,
e = 207,  = 138, Мо = 6, c = 5.74, σ = 1.59, As = 0.23,
Ex = –0.82. Этот пример, не имеющий отноше-
ния к биологии, подчеркивает универсальный ха-
рактер инварианта с = 6.

Для простых сетей и полиэдров найдем еще
одно важное соотношение. Умножив (1) на 6 и
прибавив удвоенное (2), получим

(4)

Далее выразим общее число граней через их
разнообразие:

(5)

где fn – число n-угольных граней. Через них же
выразим число ребер:

(6)

Умножив (5) на 6 и вычтя (6), получим:

(7)

С учетом (4) преобразуем (7) к виду:

(8)

Уравнение Эберхардта (8) охватывает все рас-
смотренные выше случаи, с одной стороны, допус-
кая вариации статистик n-угольных граней, с дру-
гой стороны, налагая на них строгое соотношение.
Для фуллеренов из (8) следует жесткое условие f5 =
= 12 без видимых ограничений на f6. Оно может
быть любым (от 0 у додекаэдра) кроме 1. Послед-
нее доказывается построением реберного графа.

v

=6 – 2 12.f e

= + + + + + + …3 4 5 6 7 8 ,f f f f f f f

= + + + + + + …3 4 5 6 7 82 3 4 5 6 7 8 .е f f f f f f

= + + …3 4 5 7 86 – 2 3 2 – – 2 – .f e f f f f f

+ + = + + + …3 4 5 7 83 2 12 2 .f f f f f

ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ
Формы минеральных и биологических индиви-

дов, взятые в деталях, к тому же непрерывно меня-
ющиеся в онтогенезе, бесконечно разнообразны.
Менее или более удачные систематики, огрубляя,
позволяют обуздать это многообразие и рассмот-
реть всякую форму как компромисс между внут-
ренним императивом (требованием) и внешней
средой. Требование структуры к форме кристалла
имеет статус теоремы: точечная группа симмет-
рии формы (их 32) есть фактор-группа простран-
ственной группы симметрии структуры (их 230)
по подгруппе трансляций. Аналогичного принципа
для биологических структур неизвестно. Опереться
на строгие уравнения не удается. Причина – в их
несомненно большей сложности. Тем не менее из
рассмотренных примеров и математических со-
отношений следует ряд выводов.

1) В природе действуют менее или более слож-
ные принципы целесообразности, с разной нагляд-
ностью проявляющиеся в минеральных и биологи-
ческих структурах. Полиэдричность – фунда-
ментальное свойство минеральных индивидов,
проявляющееся в условиях свободного роста. Не
столь тотально, но полигональность и полиэдрич-
ность реализуются в биологических (растительных
и животных) структурах в диапазоне от микромет-
ров (брохосомы, радиолярии, пыльца) до сантимет-
ров (грибы-фуллерены), охватывающем 5 размер-
ных порядков.

2) Минеральные и биологические индивиды
подвержены влияниям среды, имеющим веще-
ственную (потоки вещества) или полевую (по-
токи тепла и света, сила тяжести) природу. Для
тех и других индивидов искажение внешней фор-
мы определяется принципом диссимметрии Кю-
ри. При колониальном (агрегатном) росте на суб-
страте (подложке) биологические и минеральные
индивиды борются за пространство, что приво-
дит к полигональным разбиениям огибающих по-
верхностей.

3) Рассмотренные примеры указывают на еще
одно фундаментальное влияние. Оно обусловле-

Рис. 7. Трещины в асфальте.
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но уже тем, что минеральные и биологические ин-
дивиды зарождаются и эволюционируют в трехмер-
ном евклидовом пространстве независимо от его
физического наполнения. Это влияние всегда мас-
кируется влиянием физической среды, сливается с
ним и, как правило, при исследовании объекта не
вычленяется.

4) Природа творит минеральные и биологиче-
ские структуры, испытывая все допустимые воз-
можности. Порождая полиэдрические и полиго-
нальные структуры, она попадает в ловушку со-
отношений, схватываемых теоремами Эйлера и
Эберхардта. В смысле неизбежной подчиненно-
сти строгим соотношениям их эволюцию можно
назвать номотетической (Берг, 1922, 1977). При
этом теоремы допускают неограниченное разно-
образие структур, разрешающее их широкие при-
способительные (возрастные, экологические) ва-
риации. В полигональных и полиэдрических био-
логических структурах диалектически сочетаются
признаки двух стилей эволюции.

5) Целый ряд биологических полиэдрических
структур обнаруживает геометрический дуализм
путем триангуляции поверхности по Делоне и ду-
ального построения по Вороному–Дирихле. Для
рыб семейств Ostraciontidae и Diodontidae (отряд
Tetraodontiformes, иглобрюхообразные) он подчер-
кивает таксономическую близость, установленную
по строению челюстного аппарата. Эта абстрактная
геометрическая теория лежит в основании совре-
менной кристаллографии. Ее применимость в био-
логии указывает на единство мира.
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Space invariants in biological structures
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The paper demonstrates that there are invariants in many biological polygonal and polyhedral structures
ranging from micrometer (brochosomes, radiolarians, pollen) to centimeter (fungi-fullerens) which are con-
ditioned not even by the influence of physical environment but by the geometry of Euclidean space. Appar-
ently, they can be considered as the points of convergence of the principles of nomogenesis and adaptive on-
togenesis of biological individuals. The former are the Euler and Eberhardt theorems. Adaptive signs in each
case should be sought in deviations from spatial invariants. The authors summarize the biological structures
previously dealt with, draw attention to a number of new ones and give an interpretation of the found patterns
in the light of general biological problems.
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