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Описанный ранее алгоритм построения изобарно-изотермических субсолидусных сечений четы-
рехкомпонентных систем со стехиометрическими соединениями был использован как основа для
разработки подхода, позволяющего решить задачу перечисления диаграмм плавкости таких систем.
Суть подхода заключается в размещении нонвариантных точек разного вида по элементам тетраэд-
рации фазовой диаграммы. Далее смежные нонвариантные точки соединяются линиями, на кото-
рых размещаются стрелки, отражающие направление уменьшения температуры. Эта процедура
осуществляется в рамках ограничений, накладываемых свойствами фазовых диаграмм. Приведены
примеры схем диаграмм плавкости, полученных с использованием описанного подхода. Результаты
работы могут быть использованы для создания алгоритма оптимизации экспериментального иссле-
дования фазовых диаграмм, а также разработки баз данных по таким диаграммам.
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ВВЕДЕНИЕ
В большинстве случаев новые вещества и ма-

териалы получают в гетерогенных системах в
условиях, близких к равновесным. Для определе-
ния способа их получения необходима информа-
ция о фазовых диаграммах соответствующих хими-
ческих систем. В настоящее время наблюдается
тенденция к усложнению состава ингредиентов,
используемых для решения задач в материаловеде-
нии, химической технологии и других областях.
Увеличение числа компонентов химической си-
стемы и количества варьируемых термодинами-
ческих параметров приводит к возрастанию
сложности строения диаграмм, увеличению труд-
ностей их визуализации, качественного и количе-
ственного описания. Без знания закономерностей
строения фазовых диаграмм многокомпонентных
систем невозможно предсказать эволюцию таких
систем при изменении их состава и параметров со-
стояния, что очень важно при прогнозе совмести-
мости материалов и устойчивости композитов,
проектировании сплавов, определении условий
получения однофазных и многофазных пленок и
покрытий и т.д. Поэтому развитие эффективных
методов описания строения диаграмм, прогноз
их возможных видов, разработка алгоритмов их

экспериментального исследования и реализация
этих алгоритмов в виде пакетов программ пред-
ставляют собой комплекс важнейших задач на со-
временном этапе развития теории фазовых диа-
грамм. 

Метод геометрической термодинамики позво-
ляет рассчитать фазовую диаграмму конкретной
системы, если известна термодинамическая мо-
дель системы, т.е. заданы зависимости Gi(x, T, P)
энергии Гиббса всех фаз системы от состава, тем-
пературы и давления в виде таблиц, аналитиче-
ских выражений или графиков. По известной мо-
дели несложно построить сечение фазовой диа-
граммы при p, T = const, а по набору таких
сечений сконструировать фазовую диаграмму,
отвечающую этой конкретной модели. Однако
этот метод сложно использовать при отсутствии
полных исходных данных, а также для выявления
общих закономерностей выделенных классов
диаграмм, которые можно было бы применять,
например, для их классификации или оптимиза-
ции экспериментального исследования. Для ре-
шения подобных задач необходимо развитие то-
пологии фазовых диаграмм многокомпонентных
систем с привлечением теории графов и много-
мерной геометрии. Изучение топологии фазовых
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диаграмм многокомпонентных систем считается
важным направлением исследований, необходи-
мых для понимания особенностей их строения
[1]. Системные исследования в этой области поз-
воляют получать новые фундаментальные знания
о свойствах фазовых диаграмм многокомпонент-
ных систем, которые невозможно получить, опи-
раясь только на законы термодинамики [2]. В ря-
де работ изучаются отдельные аспекты топологии
фазовых диаграмм [3–11].

Так, в работе [10] предложено описывать топо-
логию изобарно-изотермической фазовой диа-
граммы пятикомпонентной системы двумя гра-
фами. Вершины графа диаграммы помечаются
символами компонентов и соединений, а его реб-
ра указывают, какие из этих фаз находятся в тер-
модинамическом равновесии. Вершины графа
смежности пентатопов символизируют пентато-
пы, ребро соединяет два соседних пентатопа с об-
щей тетраэдрической гипергранью. Знание графа
смежности позволяет перечислить все элементы
диаграммы и определить их взаимное расположе-
ние в 4D-пространстве. В [11] разработан алго-
ритм топологической коррекции списков разно-
размерных симплексов, который может исполь-
зоваться для полиэдрации фазовых диаграмм
многокомпонентных систем.

Разнообразную полезную информацию мож-
но получить при исследовании топологии кон-
кретных систем [12–27]. В частности, топологи-
ческий анализ диаграммы плавкости системы
Cu–Fe–S позволил автору работы [16] опреде-
лить уравнения 13 инвариантных реакций и далее
использовать схему этих реакций для построения
схемы поверхности ликвидуса и двух неизучен-
ных изотермических сечений этой диаграммы.
В работе [27] была исследована эволюция топо-
логии фазовой диаграммы B–BN до 24 ГПа с ис-
пользованием моделей феноменологической тер-
модинамики с параметрами взаимодействия, по-
лученными из экспериментальных данных о
фазовых равновесиях при высоких давлениях и
температурах.

Особое место занимают системные исследова-
ния топологии фазовых диаграмм, описывающие
свойства диаграмм определенных классов много-
компонентных систем с заданным числом компо-
нентов, позволяющие решать задачи из перечисле-
ния, классификации и оптимизации эксперимен-
тального исследования. Примерами таких работ,
кроме настоящей работы, являются [2, 28–30].

Цель работы – разработка алгоритма и созда-
ние на его основе программы, позволяющей осу-
ществлять перечисление и визуализацию фазовых
диаграмм четырехкомпонентных систем, отвечаю-
щих заданным классификационным признакам.

АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
ПЕРЕЧИСЛЕНИЯ ДИАГРАММ ПЛАВКОСТИ 

ЧЕТЫРЕХКОМПОНЕНТНЫХ СИСТЕМ
Алгоритм построения изобарно-изотермиче-

ских субсолидусных сечений четырехкомпонент-
ных систем со стехиометрическими соединения-
ми1 рассмотрен в работе [27]. Там же проведена
классификация всевозможных тетраэдраций фа-
зовой диаграммы произвольной четырехкомпо-
нентной системы без непрерывных твердых рас-
творов и изучен алгоритм их построения. По ука-
занному алгоритму строятся описанные выше
возможные неизоморфные сечения.

Далее для каждой построенной тетраэдрации
строятся все возможные диаграммы плавкости.
При их построении в тетраэдре составов разме-
щаются все двойные, тройные и четверные нон-
вариантные точки: двойные – на ребрах тетраэд-
ра между точками, отвечающими двойным соеди-
нениям или компонентам; тройные – в
треугольниках триангуляции всех трехкомпо-
нентных систем; четверные – в элементарных
тетраэдрах тетраэдрации. Далее смежные нонва-
риантные точки соединяются линиями. После
этого на линиях расставляются одна или две раз-
нонаправленные стрелки, указывающие направ-
ление понижения температуры таким образом,
чтобы полученный ориентированный граф диа-
граммы плавкости не содержал контуров, а в каж-
дой тройной подсистеме была хотя бы одна нон-
вариантная точка, отвечающая тройной эвтекти-
ке. При этом в тетраэдре должна быть хотя бы
одна точка, отвечающая четверной эвтектике.
Линии с двумя стрелками будут содержать точку
Ван Рейна, находящуюся на пересечении этой
линии с треугольником или конодой тетраэдра-
ции. После такой процедуры нонвариантные точ-
ки, не отвечающие эвтектикам, выносятся за пре-
делы соответствующих треугольников или тетра-
эдров. Далее осуществляется перебор всех
возможных вариантов расстановки стрелок. Ко-
личество неизоморфных вариантов расстановки
стрелок определяет число возможных диаграмм
плавкости, отвечающее заданным классифика-
ционным признакам данной тетраэдрации. По
этому алгоритму была создана программа, позво-
ляющая осуществлять перечисление таких диа-
грамм2. На рис. 1 приведен пример схемы диа-
граммы плавкости четырехкомпонентной систе-
мы, содержащей одно двойное (А в подсистеме
K1–K2), одно тройное (B в подсистеме K1–K3–K4)
и одно четверное (С) соединения. Моновариант-
ные равновесия, показанные обычными линия-

1 В [27], как и в настоящей работе, предполагалось, что об-
ласть гомогенности этих фаз мала, поэтому они могут рас-
сматриваться как стехиометрические.

2 Программа позволяет визуализировать результаты расче-
тов в виде WRL файлов.
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ми, имеют точки Ван Рейна. Остальные монова-
риантные линии показаны стрелками (в виде ли-
ний переменной толщины), указывающими
направление понижения температуры3. Данная
схема диаграммы плавкости содержит семь эвтек-
тических точек в двойных подсистемах, одну дио-
тектическую4, три перитектические и четыре эв-
тектические точки в тройных подсистемах и одну
тритектическую4, одну диотектическую, две пе-
ритектические и шесть эвтектических точек в
четверной системе. На рис. 2 представлен пример
схемы диаграммы с двумя двойными (А, В в под-
системе K2–K3) и одним тройным (С в подсисте-
ме K1–K2–K4) соединениями. Эта схема диаграм-
мы плавкости содержит семь эвтектических точек
в двойных подсистемах, одну диотектическую,
пять перитектических и четыре эвтектические
точки в тройных подсистемах и одну тритектиче-
скую, одну диотектическую, одну перитектиче-
скую и четыре эвтектические точки в четверной
системе.

В табл. 1 показана зависимость неизоморфных
тетраэдраций и диаграмм плавкости в зависимо-
сти от типа и количества соединений.

3 Температура вдоль линии моновариантного равновесия
уменьшается с уменьшением толщины линии.

4 Диотектической называется нонвариантная точка, из ко-
торой с понижением температуры выходят две моновари-
антные линии, тритектической – нонвариантная точка, из
которой с понижением температуры выходят три монова-
риантные линии.

Рис. 1. Пример схемы диаграммы плавкости четырех-
компонентной системы, содержащей одно двойное
(А), одно тройное (В) и одно четверное (С) соедине-
ния.

A

B

C

K2

K4

K3

K1

Рис. 2. Пример схемы диаграммы плавкости четырех-
компонентной системы, содержащей два двойных (А,
В) и одно тройное (С) соединения.
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Таблица 1. Зависимость числа неизоморфных тетраэд-
раций и диаграмм плавкости от типа и количества со-
единений, M – число двойных, N – тройных, Р – чет-
верных соединений

M N Р
Число 

тетраэдраций
Число 

диаграмм

0 0 1 1 31
0 1 0 1 109
1 0 0 1 10
0 0 2 2 410607
0 1 1 3 1803107
0 2 0 9 2489658
1 0 1 2 42460
1 1 0 9 117363
2 0 0 4 2607
0 0 3 12 >2 ×107

0 1 2 29 >7 × 107

0 2 1 42 >8 × 107

0 3 0 25 >25 × 107

1 0 2 15 >7 × 107

1 1 1 41 >46 × 105

1 2 0 50 >1 × 108

2 0 1 16 >12 × 106

2 1 0 33 >11 × 106

3 0 0 13 917331
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Исследования строения фазовых диаграмм

многокомпонентных систем являются необходи-
мым компонентом дизайна многих современных
функциональных материалов. Информация об их
строении широко используется при анализе про-
цессов фракционной кристаллизации, открытого
испарения, зонной плавки и т.д. Важной состав-
ляющей таких исследований является изучение
топологии фазовых диаграмм многокомпонент-
ных систем, позволяющее, в частности, предска-
зывать их эволюцию при изменении состава и па-
раметров состояния. В настоящей работе рас-
смотрена роль топологического направления в
развитии теории строения фазовых диаграмм
многокомпонентных систем, приведены приме-
ры использовании топологии при исследовании
конкретных систем. Здесь же представлен алго-
ритм решения задачи перечисления диаграмм
плавкости четырехкомпонентных систем со сте-
хиометрическими соединениями. На основе по-
добного алгоритма может быть разработан подход
для решения аналогичной задачи для пятикомпо-
нентной системы.
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