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ВВЕДЕНИЕ

В данной статье в продолжение работ [1–8] ис-
пользуется методология последовательных транс-
формаций фазовых диаграмм, сопровождающихся
изменением их топологической структуры – би-
фуркациями. Такие трансформации могут проис-
ходить при изменении действующих на систему
обобщенных сил (в первую очередь давления),
при математическом моделировании, а также при
рассмотрении ряда фазовых диаграмм с одним
постоянным компонентом, в то время как вто-
рым компонентом являются аналоги по Перио-
дической системе, в первую очередь соединения
редкоземельных элементов.

В соответствии с третьим законом термодина-
мики (энтропия системы, находящейся в равно-
весии, стремится к нулю при стремлении темпера-
туры к абсолютному нулю [9]), все фазы переменно-
го состава (твердые растворы, нестехиометрические
фазы) должны или распасться (на компоненты или
другие фазы постоянного состава), или перейти в
строго упорядоченное состояние [10–12]. Упоря-
дочение твердых растворов с образованием новых
фаз происходит в системах различного химического
состава [13]: металлов [14, 15], оксидов [16–22], в
том числе силикатов [23–26] и боратов [13], а так-
же фторидов [27–34], карбидов, нитридов [35] и т.д.
Упорядочение может происходить по механиз-
мам первого или второго рода, а также через тем-

пературную область существования несоразмер-
ных фаз [10]. В упорядоченных фазах в пределе
различные атомы занимают строго определенные
кристаллографические позиции с коэффициен-
тами заполнения, равными единице [14]. Как
правило, упорядочение носит последовательный
характер, начинаясь с частичной дифференциа-
ции атомов по кристаллографическим позициям.
Кристаллографическая группа симметрии упоря-
доченной фазы является подгруппой симметрии
разупорядоченной фазы [36–38]. Упорядочение и
изменение симметрии также могут быть связаны
с изменением колебательных мод и заключаются
в фиксации определенных кристаллографиче-
ских ориентаций асимметричных фрагментов
(тетраэдрических, треугольных группировок и
т.д.).

Процессы распада и упорядочения твердых
растворов, происходящие при низких температу-
рах, часто сопровождаются образованием мета-
стабильных фаз и затруднены для эксперимен-
тального изучения из-за медленной кинетики
[10]. В справочниках по диаграммам состояния
металлических систем эти области (начиная с не-
которой критической температуры) изображены,
как правило, в неравновесном состоянии, так как
не экстраполируется стягивание однофазных по-
лей в точки при Т → 0 K.

При изменении обобщенных сил, действую-
щих на систему, или при замене атомов (ионов)
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на их аналоги по Периодической системе может
происходить повышение устойчивости упорядо-
ченных фаз, в том числе выход их на равновесие с
расплавом. Этот случай имеет принципиальное
значение, поскольку позволяет получать (выра-
щивать) монокристаллы упорядоченных фаз из
рассматриваемой системы без добавления посто-
роннего растворителя. При инконгруэнтном
плавлении рост кристаллов проводится из несте-
хиометрического расплава с использованием тех-
ники выращивания из раствора в расплаве. При
дальнейшем повышении устойчивости упорядо-
ченных фаз может происходить их переход к кон-
груэнтному плавлению, что позволяет выбирать из
всех известных методов выращивания кристаллов
(методы Бриджмена, Чохральского и др.). Возмож-
ность выращивания монокристаллов важна как для
проведения структурных исследований, так и для
создания нового материала.

Обычно один неупорядоченный твердый рас-
твор порождает несколько упорядоченных фаз (в
случае несоразмерных фаз – бесконечно много).
Для простоты рассмотрим образование только
одной упорядоченной фазы. Будем рассматри-
вать только фазовые переходы первого рода, хотя в

процессах упорядочения фазовые переходы часто
идут как переходы второго рода или близкие к ним.

Рассмотрим сначала процессы возникновения
упорядоченной γ-фазы при низких температурах.
Возможные сценарии представлены на рис. 1–4.
На всех рисунках L – расплав, α, β, γ – твердые
фазы (α – неупорядоченный твердый раствор),
пунктир – метастабильные равновесия, штрих-
пунктир – двухфазные равновесия при равенстве
составов сосуществующих фаз. Упорядоченная γ-
фаза всегда имеет узкую область гомогенности,
быстро сходящую на нет при понижении темпе-
ратуры.

Возникновение упорядоченной фазы проис-
ходит при некотором критическом значении ион-
ного радиуса переменного катиона, совместимом
с соответствующим координационным полиэд-
ром в структуре упорядоченной фазы, или при
некотором критическом давлении, при котором
соотношение размеров катиона и аниона дости-
гает соответствующего значения. Возникновение
фазы (или ее исчезновение, если рассматривать
обратное направление изменения управляющего
параметра) может происходить как бифуркация
снижения температуры трехфазного равновесия

Рис. 1. Последовательность участков Т–х-фазовых диаграмм, отвечающих образованию и повышению устойчивости
упорядоченной γ-фазы (а–е) в случае, когда состав упорядоченной фазы лежит вне концентрационной области устой-
чивости неупорядоченного твердого раствора α, и соответствующая р–Т-проекция (ж). Пунктир – метастабильные
равновесия, штрих-пунктир – равенство составов сосуществующих фаз, кружки – точки бифуркации.
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до абсолютного нуля (рис. 1, 2) [4]. При этом за-
висимость соответствующей температуры Т(р) на
Т–р-проекции монотонна (рис. 1ж, 2ж) и имеет
вертикальную касательную при Т → 0. Это следу-
ет из обобщенного уравнения Клаузиуса–Кла-
пейрона для равновесия (k + 1)-фаз в k-компо-
нентной системе:

(1)

с учетом того, что ΔS → 0 при Т → 0. Условие вер-
тикальной касательной справедливо и для зави-
симостей Т(r), если термодинамические функции
сосуществующих фаз являются гладкими функ-
циями r [39].

Возрастание устойчивости упорядоченной фа-
зы проявляется в повышении верхней температу-
ры ее существования. Возможны варианты этого
процесса. В первом из них она достигает области
существования жидкого состояния (рис. 1), пере-
ходя через бифуркацию равновесия четырех фаз
А1II (три твердые фазы и расплав, рис. 1в) к ин-
конгруэнтному, а затем (через бифуркацию, рис. 1д)
к конгруэнтному плавлению. Всего на рис. 1 име-
ют место три бифуркации, отвечающие видам Б3,
А1II, Б1II по классификации [5, 6]. Во втором вари-

= Δ Δ/ /dT dp V S

анте (рис. 2) упорядоченная фаза “втыкается” и
“врастает” в область неупорядоченного твердого
раствора. Для корректного описания точки кон-
такта (рис. 2б) необходимо учитывать, что, со-
гласно уравнению Ван-дер-Ваальса, для каждой
из сосуществующих фаз в бинарных системах [40]
в случае постоянства давления справедливо урав-
нение:

(2)

Левая часть уравнения (2) отвечает тангенсу на-
клона граничных кривых, Δх и ΔS равны разностям
концентраций и энтропий сосуществующих фаз,
производные изобарно-изотермического потенци-
ала G и энтропии S взяты по концентрации х в од-
ной и той же фазе. Из этого уравнения следует,
что равенство составов сосуществующих фаз
Δх = 0 влечет за собой существование горизон-
тальной касательной к кривым равновесия двух
фаз (∂Т/∂x = 0).
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Рис. 2. Последовательность участков Т–х-фазовых диаграмм, отвечающих образованию и повышению устойчивости
упорядоченной γ-фазы (а–е) в случае, когда состав упорядоченной фазы лежит в пределах концентрационной области
устойчивости неупорядоченного твердого раствора α, и соответствующая р–Т-проекция (ж). Обозначения те же, что
и на рис. 1.

α

L

α + β

α + γ γ + β
x

(a)

A

αLβ

γαL

γαβ

γLβ

αγL

α
γβ

T

p

(ж) (з)

α

L

α + β
α

 +
 γ γ + β

(б)

α

L

α + β

α
 +

 γ

γ + β

(в)

α
L

α
 +

 γ

γ + β

(г)

α L

α
 +

 γ

γ + β

(д)

α L

α
 +

 γ

γ + β

(е)

α

γ



ЖУРНАЛ НЕОРГАНИЧЕСКОЙ ХИМИИ  том 66  № 4  2021

БИФУРКАЦИИ Т–х-ФАЗОВЫХ ДИАГРАММ КОНДЕНСИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 513

Схема трансформаций, изображенная на рис. 2,
включает четыре бифуркации (рис. 2ж), отвечаю-
щие видам Б3, Б1II, А1II, Б1II по классификации
[5, 6].

Возможно также возникновение фазы в двух-
фазной области при некоторой Т ≠ 0 (рис. 3). γ-Фаза
первоначально ограничена двумя трехфазными
равновесиями одинакового типа, лежащими на
одной кривой на Т–р-проекции (рис. 3ж). Ниж-
няя граница устойчивости упорядоченной фазы
быстро достигает абсолютного нуля (бифурка-
ция Б3). Возрастание верхней температуры устой-
чивости может идти по сценарию рис. 1б–1е или
по сценарию рис. 2б–2е. Процесс, представлен-
ный на рис. 3, включает четыре бифуркации, со-
ответствующие видам Б4, Б3, Б1II, Б1II по класси-
фикации [5, 6].

Еще один вариант возникновения упорядо-
ченной фазы – это ее образование на краю неупо-
рядоченного твердого раствора (рис. 4). Посколь-
ку граница области гомогенности твердого рас-
твора α определяется, помимо его собственной
устойчивости, наличием сосуществующей β-фа-
зы, необходимо учитывать предварительное за-
рождение упорядоченной фазы в пределах мета-
стабильного твердого раствора (при Т = 0 или на

границе спинодальной устойчивости) с последую-
щим выходом равновесий в стабильную область.
Соответствующая критическая точка (рис. 4в) от-
вечает бифуркации нового вида, не рассмотрен-
ного в [6]. Ей можно присвоить наименование
Б1IX. Поскольку в момент касания имеет место
равенство составов α- и γ-фаз, кривая раствори-
мости α-фазы имеет горизонтальную касатель-
ную, следовательно, предварительно на ней дол-
жен был появиться перегиб. Эта бифуркация по-
рождает два трехфазных равновесия одного типа
(αβγ), являющихся двумя ветвями одной кривой
на р–Т-проекции (рис. 4е, 4ж). Для решения во-
проса о том, имеется ли на этой кривой точка воз-
врата (рис. 4е) или она является гладкой в окрест-
ности точки бифуркации (рис. 4ж), необходимо
рассматривать конкретные модели упорядочения.

Еще один вариант возникновения упорядо-
ченной фазы – ее образование внутри области го-
могенности неупорядоченного твердого раствора
α (рис. 5). При этом возникает замкнутая область
существования γ-фазы с точками максимума и
минимума равновесий γ ↔ α. Такая бифуркация
также ранее не рассматривалась, ей можно при-
своить наименование В2. При расширении поля
устойчивости γ-фазы происходит низкотемпера-

Рис. 3. Последовательность участков Т–х-фазовых диаграмм, отвечающих образованию и повышению устойчивости упо-
рядоченной γ-фазы (а–е) в случае, когда образование происходит в двухфазной области α + β при температуре Т ≠ 0 K, и
соответствующая р–Т-проекция (ж). Обозначения те же, что и на рис. 1.
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турный выход ее за область гомогенности α-фазы
с появлением двух трехфазных горизонталей α +
+ β + γ, которые на Т–р-проекции объединяются
в одну кривую. На рис. 5в изображено касание
точкой минимума кривой растворимости неупо-
рядоченного твердого раствора α, что соответ-
ствует горизонтальной касательной к кривой на-
сыщения α-фазы (рис. 5в) и бифуркации Б1VIII.
Таким образом, в процессе, изображенном на рис. 5,
имеют место три бифуркации: В2, Б1VIII и Б3.

В процессе повышения термической устойчи-
вости упорядоченной фазы, находящейся в обла-
сти концентрационной и температурной устой-
чивости неупорядоченного твердого раствора,
возможны два варианта. В первом случае она пе-
реходит на край устойчивости твердого раствора,
что может происходить как в твердом состоянии
(рис. 3г–3е), так и в контакте с расплавом
(рис. 2д–2е). Дальнейшая эволюция с повыше-
нием устойчивости упорядоченной фазы проте-
кает по схеме, представленной на рис. 1.

Второй весьма интересный вариант – это вы-
ход упорядоченной фазы на равновесие с распла-
вом за счет прорыва поля неупорядоченного
твердого раствора и разрезания его на две части.
Соответствующий сценарий представлен на
рис. 6. При этом имеют место три бифуркации:
контакт упорядоченной фазы с кривой солидуса
(рис. 6б, бифуркация Б1VII) с образованием двух
трехфазных равновесий α + γ + L (объединенных
на р–Т-проекции в одну кривую), разрезанием
поля неупорядоченного твердого раствора α на
два с образованием изолированной бертоллидной
фазы α'; переход от инконгруэнтного к конгру-
энтному плавлению γ-фазы (рис. 6в–6г, бифурка-
ция Б1II) и исчезновение α'-фазы за счет стягива-
ния верхней и нижней температурных границ ее
устойчивости (рис. 6г–6д, бифуркация А2).

На рис. 6б изображено касание кривой ликви-
дуса верхней точкой устойчивости γ-фазы (би-
фуркация Б1VII). Поскольку в этой точке из-за
равенства составов граничные кривые α- и γ-фаз

Рис. 4. Последовательность участков Т–х-фазовых диаграмм, отвечающих образованию и повышению устойчивости
упорядоченной γ-фазы (а–д) в случае, когда образование происходит на краю области существования неупорядочен-
ного твердого раствора α, и соответствующие р–Т-проекции (е, ж). Обозначения те же, что и на рис. 1.
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имеют общую горизонтальную касательную, гео-
метрически и солидус также должен в точке каса-
ния становиться “горизонтальным”. В общем
случае этого не происходит. На рис. 7 изображена
более детальная последовательность общего слу-
чая касания солидуса с γ-фазой без точки с гори-
зонтальной касательной. Сначала имеет место
боковое касание двухфазных областей α + γ и γ + L,
которое образует две трехфазные горизонтали,
отвечающие равновесиям α + γ + L (бифуркация
Б4 по классификации [6]). В дальнейшем проис-
ходит еще одна бифуркация, отвечающая перехо-
ду γ-фазы к инконгруэнтному плавлению (би-
фуркация Б1II [6]). На р–Т-проекции рис. 7, в от-
личие от рис. 6, линия максимумов равновесия
α + γ пересекается с кривой αγL не в точке мини-
мального значения р.

Таким образом, предложенная в [6] бифурка-
ция Б1VII образуется при слиянии двух бифурка-
ций – Б4 + Б1II. Чтобы определить, в каких случа-
ях осуществляется такое слияние, рассмотрим
уравнение Ван-дер-Ваальса (2). Поскольку ра-

венство составов жидкой и твердых фаз исключа-
ется, единственной возможностью реализации
горизонтального солидуса является равенство ну-
лю второй производной изобарно-изотермиче-
ского потенциала по концентрации. Такое равен-
ство соответствует границе устойчивости фазы по
отношению к диффузии [41] и выполняется для
множества точек, принадлежащих спинодалям
или фазовым переходам второго рода. Таким об-
разом, этот вариант бифуркации с горизонталь-
ным солидусом имеет место, если упорядочение
протекает как фазовый переход второго рода или
как граничное состояние, переходное от фазово-
го перехода первого рода к фазовому переходу
второго рода (трикритическая точка [42, 43]).

Заметим, что рис. 1–4 отображают действие
правила Юм-Розери [10, 44]: появление фазы с
узкой областью гомогенности резко ограничива-
ет область существования соседней фазы пере-
менного состава.

Рассмотрим реальное осуществление этих сце-
нариев. Процесс повышения устойчивости упо-

Рис. 5. Последовательность участков Т–х-фазовых диаграмм, отвечающих образованию и повышению устойчивости
упорядоченной γ-фазы (а–д) в случае, когда образование происходит внутри области существования неупорядочен-
ного твердого раствора α, и соответствующая р–Т-проекция (е). Обозначения те же, что и на рис. 1.
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рядоченных фаз осуществляется в рядах систем
MF2–RF3, где М = Сa, Sr, Ва, Pb; R – pедкозе-
мельные элементы при уменьшении ионного ра-
диуса R3+ (увеличение порядкого номера РЗЭ)
[27, 29–31, 33]. В частности, переход от системы
PbF2–TmF3 к системе PbF2–YbF3 соответствует
переходу от схемы рис. 1б к рис. 1е: фаза Pb4R3F17
выходит на инконгруэнтное плавление [33]. Вза-
имоотношения неупорядоченного твердого рас-
твора UO2+x и упорядоченной фазы U4O9 в систе-
ме U–O [16] очень близки к переходной точке на
рис. 2б (бифуркация Б1II).

Со сценарием, изображенным на рис. 3, мож-
но сопоставить соотношения упорядоченных
флюоритоподобных фаз Na7R13F46 (R = Ho–Lu, Y)
и неупорядоченных твердых растворов
Na0.5 ‒ xR0.5 + xF2 + 2x флюоритовой структуры (R =
= Pr–Lu) в ряду систем NaF–RF3 [45, 46]. Порож-
дение фазы Na7R13F46 происходит в системе с
HoF3, причем для R = Ho, Er, Y эти фазы существу-
ют в узком температурном интервале (рис. 3б).
Нижняя граница устойчивости доходит до нуля
температуры, начиная с R = Tm.

Прорыв упорядоченных фаз через область не-
упорядоченного твердого раствора имеет место в
системах Bi2O3–МО [22, 47], а также ZrO2–R2O3 и
HfO2–R2O3 [18]. В частности, в системах
(Zr,Hf)O2–R2O3 устойчивость фаз со структурой
пирохлора идеализированного состава (Zr,Hf)2R2O7
повышается при увеличении ионного радиуса
редкоземельного катиона. В системах HfO2–R2O3
образование такой фазы в области флюоритового
твердого раствора Hf1 – хRхO2 – 0.5х отмечено для
R = Tb (рис. 6а). Фаза выходит на инконгруэнт-
ное плавление в системе с R = Sm (рис. 6в), разре-
зая область флюоритового твердого раствора на
две части. Для R = Pr–La характер плавления та-
ких фаз конгруэнтный (рис. 6д).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотренные теоретические случаи повы-

шения устойчивости упорядоченных фаз находят
соответствие среди фазовых диаграмм реальных
бинарных систем. Можно полагать, что дальней-
шие исследования низкотемпературных фазовых
равновесий расширят знания о соответствующих
процессах и позволят расширить ассортимент

Рис. 6. Последовательность участков Т–х-фазовых диаграмм, отвечающих повышению устойчивости упорядоченной
γ-фазы (а–д), находящейся внутри области неупорядоченного твердого раствора α, и соответствующая р–Т-проекция
(е). Обозначения те же, что и на рис. 1.
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функциональных материалов на основе упорядо-
ченных фаз.
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