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Изучены закономерности изменения вида субсолидусной фазовой диаграммы при изменении тем-
пературы или давления в трехкомпонентной системе со стехиометрическими соединениями на ос-
новании топологического подхода. Введено понятие сопряженных фазовых диаграмм в р–Т-про-
странстве. Определены пять типов фазовых реакций, приводящих к таким диаграммам. Установле-
ны топологические особенности сопряженных диаграмм. Полученные закономерности могут быть
использованы для перечисления сопряженных фазовых диаграмм в субсолидусной области, кото-
рая имеет особое значение для решения прикладных задач материаловедения.
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ВВЕДЕНИЕ

Образование минералов, получение материа-
лов и композиций, химическая деградация твер-
дотельных устройств – это процессы, протекаю-
щие в гетерогенных многокомпонентных систе-
мах. Поэтому исследование таких процессов, на
раннем этапе представленное, например, работа-
ми [1–3], активно продолжается и в настоящее
время. Прогресс в исследовании и использовании
этих процессов для создания новых технологий в
существенной степени основан на результатах
теоретических и экспериментальных исследова-
ний фазовых диаграмм многокомпонентных си-
стем. Изучению общих закономерностей таких
диаграмм посвящено множество работ. К настоя-
щему времени достаточно хорошо развита теория
дифференциации многокомпонентных систем,
т.е. разбиения исходного фазового комплекса на
составляющие с учетом особенностей взаимодей-
ствия компонентов в элементах огранения и чис-
ла компонентов в системе [4, 5]. С использовани-
ем теории графов изучена топология фазовых диа-
грамм многокомпонентных систем, позволившая
разработать их классификацию и оптимизировать
процесс экспериментального исследования [6–10].
Для прогнозирования и построения фазовых диа-
грамм многокомпонентных систем на основе прин-
ципа совместимости элементов строения диа-

грамм, частных составляющих (n-компонент-
ных) и общей ((n + 1)-компонентной) систем с
учетом требования правила фаз Гиббса разрабо-
тан и успешно используется метод трансляции
[11–13]. При решении различных научных и при-
кладных задач, например для выбора оптимальных
составов образцов с целью синтеза соединений или
композиций, активно проводятся эксперименталь-
ные исследования и 3D-моделирование фазовых
диаграмм или их фрагментов [14–19].

ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
Фазовые диаграммы конденсированных трех-

компонентных систем являются геометрически-
ми конструкциями в пространстве состояний.
Обычно это 0-мерные (p, T = const), 1-мерные (p
или T = const) и двумерные (p, T ≠ const) про-
странства. Чаще всего в статьях, монографиях,
справочниках и базах данных представляют кон-
кретные диаграммы тройных систем или их фраг-
менты. Подобное представление тройных систем
имеет размерность от 2 до 4 в объединенном (p, T,
х1, х2) пространстве состава и параметров состоя-
ния. Отметим, что координаты p, T, х1, х2 являют-
ся независимыми переменными.

В литературе (см., например, работы [20–25])
описано множество реальных и виртуальных диа-
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грамм трехкомпонентных систем. Ограничимся
рассмотрением простейших диаграмм с тверды-
ми фазами постоянного состава и непрерывным
жидким раствором. Предполагается, что область
гомогенности этих твердых фаз невелика (менее
0.1 ат. %), поэтому мы их рассматриваем как сте-
хиометрические. Их удобно разделить на две ча-
сти: диаграммы плавкости и субсолидусные диа-
граммы. Они отделены друг от друга дискретной
поверхностью солидуса, состоящей из треуголь-
ных граней, расположенных в параллельных
плоскостях. Рассмотрим изобарную фазовую
диаграмму тройной системы, состоящей из кон-
денсированных фаз. Ее поверхность ликвидуса
изоморфна графу многогранника с трехвалент-
ными вершинами [6], а проблему построения
множества схем поверхности ликвидуса в систе-
мах с заданным количеством бинарных и трой-
ных соединений легко свести к генерации множе-
ства графов с заданным числом таких вершин [7].
Менее подробно изучено строение субсолидусных
диаграмм тройных систем. Если в рассматривае-
мых системах содержатся только фазы постоянно-
го состава, то такие диаграммы при p, T = const яв-
ляются разбиениями концентрационного тре-
угольника с заданными количествами бинарных
и тройных соединений на элементарные тре-
угольники [8, 9]. Пусть состояние тройной систе-
мы указано точкой на р–Т-диаграмме системы, а
ее строение описывается определенным графом
триангуляции. Под триангуляцией фазовой диа-
граммы будем понимать разбиение концентраци-
онного треугольника на элементарные треуголь-
ники, вершины которых помечены индексами
компонентов, бинарных и тройных соединений.
Будем считать две триангуляции одинаковыми,
если они построены из одного и того же набора
помеченных треугольников. Пусть состояние
равновесной субсолидусной системы изменяется
вдоль заданной р–Т-траектории. Изменение δр и
δТ вдоль траектории не влияет на топологию три-
ангуляции до тех пор, пока траектория не пересе-
чет моновариантную линию на р–Т-диаграмме.
Точка пересечения показывает состояние систе-
мы в момент протекания в ней фазовой реакции,
приводящей к появлению диаграммы с другой то-
пологией (сопряженной диаграммы). Таким обра-
зом, последовательное протекание фазовых реак-
ций при изменении состояния системы А–В–С
приводит к “многоэтажному” строению фазовых
диаграмм вдоль заданной траектории в р, Т-про-
странстве. Триангуляция треугольника АВС не-
изменна внутри этажа, но изменяется при пере-
ходе на следующий этаж диаграммы. Поэтому для
построения субсолидусного фрагмента диаграм-
мы необходимо задать изобарно-изотермические
сечения во всех областях р–Т-диаграммы. Аль-
тернативным представлением является описание
одного изобарно-изотермического сечения и

список фазовых реакций вдоль всех моновари-
антных линий фазовой диаграммы. В настоящей
работе рассмотрено построение таких фрагмен-
тов и определены закономерности, необходимые
для перечисления сопряженных фазовых диа-
грамм в субсолидусной области, которая имеет
особое значение для решения прикладных задач.

Построение сопряженных фазовых диаграмм
Возможные схемы реакций с участием фаз по-

стоянного состава при монотонном изменении Т
или р в тройной системе показаны на рис. 1. От-
метим, что фазовые реакции протекают при по-
стоянных интенсивных параметрах, но при изме-
нении Т (или р) массы одних фаз уменьшаются, а
других – увеличиваются. Состояние системы до,
во время и после инвариантного равновесия от-
мечено цифрами I, II и III. Эвтектоидная реакция
между фазами α, β и γ приводит к образованию
фазы δ. При этом образуются три новые коноды и
появляются три новые грани фазового комплек-
са. При дальнейшем изменении состояния ком-
плекс αβγδ не изменяется. При перитектической
реакции происходит замена ребра αβ на ребро γδ.
Последняя реакция иллюстрирует распад ком-
плекса αβγδ на комплекс αβγ.

Рассмотрим изобарно-изотермическую субсо-
лидусную фазовую диаграмму системы, включа-
ющую М бинарных и N тройных соединений. То-
пологическую схему диаграммы удобно предста-
вить в виде концентрационного треугольника
K1K2K3, разделенного на элементарные треуголь-
ники. B их вершинах расположены компоненты и
соединения. Такая триангуляция содержит v =
= 3 + М + N вершин, e = 2M + 3N + 3 ребер и f =
= M + 2N + 2 граней (не считая внешнюю грань)
[8]. Пример триангуляции с v = 6, e = 11, f = 6 из
работы [9], обозначенный как D0, показан на
рис. 2а. Система содержит бинарное (с1) и два
тройных (t1 и t2) соединения.

Перечислим варианты появления сопряжен-
ной фазовой диаграммы:
а) в системе появляется новое двойное соедине-
ние (пример – реакция с1 + k1 = c2, рис. 2б);
б) в системе исчезает двойное соединение (при-
мер – реакция с1 = k1 + k2, рис. 2в);
в) в системе появляется новое тройное соедине-
ние (пример – реакция с1 + k1 + t2 = t3, рис. 2г);
г) в системе одно равновесие заменяется другим
(пример – реакция с1 + t2 = t1 + k1, рис. 2д);
д) в системе исчезает тройное соединение (при-
мер – реакция t1 = с1 + k2 + k3, рис. 2е).

Очевидно, что число диаграмм, сопряженных
с исходной диаграммой по реакции типа α + β = γ
с возникновением бинарного соединения, всегда
равно числу внешних ребер треугольника M + 3.
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Число диаграмм, сопряженных по реакции типа
α = β + γ с исчезновением бинарного соединения,
равно М. Количество диаграмм, сопряженных по
реакции α = β + γ + δ с исчезновением тройного
соединения, равно N. Количество диаграмм, со-
пряженных по реакции α + β + γ = δ с возникно-
вением тройного соединения, равно числу граней
в разбиении исходного концентрационного тре-
угольника – M + 2N + 1. Более сложная ситуация

возникает при сопряжении по перитектической
реакции α + β = γ + δ (рис. 1д). Она возможна, ес-
ли в триангуляции два смежных треугольника об-
разуют выпуклый четырехугольник. Число таких
четырехугольников равно количеству возможных
в системе перитектических реакций. Например,
для диаграммы D0 число сопряженных диаграмм
равно 16, так как число подобных выпуклых че-

Рис. 1. Граф-схемы инвариантных реакций с фазами постоянного состава.
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Рис. 2. Фазовая диаграмма системы в исходном состоянии (а) и сопряженные диаграммы, которые получаются после
фазовой реакции в этой системе (б–е).
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тырехугольников здесь равно трем (c1k1t2t1, c1k2t1t2,
c1t1k3t2).

Трехкомпонентная изобарная система изобра-
жена в виде призмы, в основании которой лежит
концентрационный треугольник, разделенный
на элементарные треугольники. Каждой точке
температурной оси соответствует изобарно-изо-
термическая диаграмма. Диаграммы с одной и
той же топологией расположены вдоль некоторо-
го интервала этой оси. На соседнем интервале
расположены диаграммы с сопряженной тополо-
гией. В рассмотренном выше примере существует
16 вариантов двухэтажных конструкций на осно-
ве диаграммы D0.

Основными топологическими характеристи-
ками диаграммы D0, используемыми для постро-
ения смежных триангуляций, являются величи-
ны M и N. В соответствии с рассмотренными выше
вариантами появления сопряженных диаграмм они
позволяют определить (без учета изоморфизма) ко-
личество возможных сопряженных диаграмм раз-
ного типа для вариантов (а), (б), (в), (д):

(1)

(2)

(3)

(4)

где па соответствует общему количеству бинарных
подсистем в ограняющих системах, пб и пд – числу
двойных и тройных соединений, пв – числу гра-
ней в этой диаграмме.

Аналогичные особенности наблюдаются в
изотермических системах при росте давления, а
также в системах, построенных вдоль монотон-
ной кривой ψ(р, Т) = 0. Совокупность таких по-
строений несложно применить для построения
р–Т-диаграмм трехкомпонентных систем.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Приведенные примеры показывают большое

разнообразие геометрических конструкций,
отображающих строение фазовых диаграмм в
пространстве термодинамических переменных и
мольных долей компонентов. Ранее были рас-
смотрены изобарно-изотермические диаграммы
в заданном концентрационном пространстве и
диаграммы плавкости в Т–х-пространстве [9, 10].
В сочетании с результатами настоящей работы
эти данные позволяют решать задачу перечисле-
ния диаграмм в области от температур плавления
компонентов до сосуществования только твердых
фаз. Естественно, что количество изученных диа-
грамм невелико по сравнению с числом возмож-
ных вариантов. Тем не менее важно уметь строить
эти диаграммы и располагать возможностью

а М 3,п = +

б M,п =

в M 2N 1,п f= = + +

д N,п =

оценки их количества. Следует отметить, что при
увеличении числа компонентов в системе увели-
чивается роль топологической информации. Чем
больше такой информации, тем меньше число
возможных вариантов. Поэтому знание законо-
мерностей строения многоэтажных фазовых диа-
грамм облегчает задачу их экспериментального
исследования.
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